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YorT\rort. 



Bei Gelegenheit der Verfassung eines Lehrbuches der Physik kam 
ich im ersten Stadium der Arbeit auf das Wesen der empirischen 
Formeln zu sprechen. Von dem unbezwiDgbaren Wunsche erfasst^ dieses 
Thema ausfQhrlicher besprechen zu konnen, legte ich die begonnene 
Arbeit zur Seite^ in der Absicht, eine etwa ein bis zwei Bogen starke 
AbhandluQg tlber die Aufstellung empirischer Formeln zu schreiben. 

Doch die Arbeit schwoll an unter der Feder^ und ich sah mich 
bald genothigt mir Beschrankung aufzuerlegen, um der Arbeit keine 
allzugrosse Ausdehnung zu geben. 

So gieng denn ein Jahr vorUber; bis das vorliegende Buch zu Ende 
gebracht war. 

Es moge mir hier gestattet sein zu sagen, dass ich an keine 
andere meiner vielen literarischen Arbeiten mit solcher Lust gieng wie 
an diese^ keine aber hat mir eine so grosse M^he wie diese verursacht. 

Die zahlreichen Beispiele gaben eine gar arge Bechenarbeit zu 
bewaltigen^ und doch wollte und konnte ich sie nicht missen^ da sie 
mir nach verschiedenen Seiten hin als sehr niitzlich erschienen. 

Sie gaben einerseits Anlass zu zahlreichen Bemerkungen, welche 
ohne Beispiel kaum zu besprechen^ verstehen und wiirdigen gewesen 
waren, und gestatten andererseits^ sich ein Urtheil liber die Grosse 
der in jedem speciellen Falle zu bewaltigenden Bechenarbeit zu bilden. 

Ueber die Wichtigkeit der in alien mathematischen, naturwissen- 
schaftlichen und technischen Fachem unentbehrlichen empirischen For- 
meln zu sprechen^ halte ich fQr iiberfliissig; bemerken aber will ich, 
dass die selbst in giinstigen Fallen sehr umstandliche Aufstellung empi- 
rischer Formeln ganz wesentlich erleichtert werden kann^ wenn man 
die zu losende Aufgabe gehorig anzufassen versteht 

Eine vollkommen selbststandige Anleitung hiezu ist in vorliegender 
Arbeit gegeben^ deren Eenntniss namentlich vor miihsamen, zeitrau- 
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I 

benden und doch nicht zum Ziele fuhrenden Versuchen in vielen Fallen 
zu bewahren wird vermogen. 

Bei der Ableitung gewisser Formeln konnten die Lehren der hohereu 
Mathematik sowie die der Methode der kleinsten Quadrate nicht urn- 
gangen werden. 

Trotzdem ist die vorliegende Anleitung so geschrieben, dass an 
der Hand der abgeleiteten Formeln auch Derjenige in den Stand gesetzt 
wird, empirische Formeln aufstellen zu konnen, der die Eenntniss 
dieser Lehren entbehrt, umsomehr als ich mich moglichster Elarheit 
zu befleissigen suchte. 

Die relative Einfachheit, mit der man auf Grund der vorgetragenen 
Lehren empirische Formeln aufzustellen vermag, tritt unter Anderem 
ganz besonders auffallend hervor bei der verhaltnismassig ganz geringe 
Miihe verursachenden Berechnung der Constanten der von Begnault 
verwendeten Bioifnchen Formel. 

Ich habe nur mehr den innigen Wunsch auszusprechen, dass die 
grosse Muhe, welche ich auf die Arbeit verwendete, gelohnt werde 
durch Erreichung des Zweckes und ein zustimmendes Urtheil der Kritik 

Wien, im Juli 1888. 

A. Steinhauser. 
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Einleitung. 



Sind irgend zwei einer Veranderimg fahige Grossen, sogenannte 
Veranderliche oder Variable, von einander abhangig und ist die Art 
and Weise dieser gegenseitigen Abhangigkeit bekannt^ so kaun letztere 
immer dureh eine Gleichung oder Pormel in mathematischer. Form zum 
Ausdruck gebracht werden. 

So gentigt es beispielsweise sich dariiber klar geworden zu sein, 
dass bei der gleichformigen Bewegung der Weg s, welchen das Beweg- 
liche in der Zeit t zuriicklegt, mit t proportional wachsen miisse, um 
die gegenseitige Abhangigkeit der Grossen s und t durch die Pormel: 

s = cxt 

ausdrucken zu konnen, in welcher die Constante c offenbar den in der 
Zeiteinheit zuruckgelegten Weg (d. i. die Geschwindigkeit) bedeutet, 
da 5 = c ftir t = 1 wird. 

Die die gegenseitige Abhangigkeit der Veranderlichen zum Aus- 
druck bringende mathematische Formel ermoglieht es sodann^ jede 
der beiden Veranderlichen durch die andere in allgemeiner Form aus- 
zndrUcken^ sowie auch zu jedem beliebigen Werth der Einen Ver- 
anderlichen den zugehorigen der anderen zu berechnen. 

So ergibt sich aus s = cxt auch ^ == - und wird aus der 
ersten beider Formeln fUr: 

Vl — " JL y Va ■^— ^ y frjj =^^ O etc. 

als zugehorig, beziehungsweise: 

s^ —— Cy $2 — ~ ^Cm So ^^ oc etc. ^ 
aus der isweiten fur: 

5i = 1 , §2 = 2 , % = 3 etc- 

hingegen als zugehorig, beziehungsweise: 

/ — ^ i —} f _ 3 + 
*'i — Q J h — ^ > ^3 — ~^ ^^^* 

Die allgemeine Formel bildet daher die Grundlage und konnen 
aus ihr alle jene Paare zusammengehoriger Werthe der Verander- 

Steinhauser, empirisohe Formeln. 1 



2 Einleitang. 

lichen aufgestellt werden^ welche fiir einen gewissen Zweck zu wissen 
nothig sind. 

Wegen des leichteren Ausdruckes in der Folge moge bemerkt 
werden, dass in einer Formel wie beispielsweise 3s==cx^ zwischen 
den beiden Yeranderlichen (hier s und t) in sofeme ein wesentlicher 
Unterschied besteht, als der jeweilige Werth der Einen (hier t) ein- 
fach angenommen wird^ wahrend der der Anderen (hier s) zufolge 
ihrer Abhangigkeit erst aus dem der Ersteren bereehnet werden muss. 
Man unterscheidet daher die sogenannte dbhdngig Verdnderliche (hier s) 
und die unabhangig Veranderliche (hier t), 

Schreibt man die beziigliche Formel aber in der Form: 

c ' 

80 spielt s die Bolle der unabhangig und t die der abhangig Verander- 
lichen, da jetzt die Formel fiir t aufgelost, also offenbar zur Berech- 
nung der Werthe von t aus denen von, 5 bestimmt ist 

1st es nun zufolge Unkenntniss von allgemeinen mathematischen 
Beziehungen zwischen den beiden Veranderlichen, trotzdem selbe von 
einander als zweifellos abhangig erkannt werdeu^ unmoglich^ unmittel- 
bar oder directe, namlich durch blosse mathematische Ableitung eine 
die Art der Abhangigkeit ausdrClckende Formel aufzustellen^ so sucht 
man vorerst durch innerhalb eines gewissen Umfanges angestellte, 
meist miihsame und zeitraubende Yersuche^ Beobachtungen oder 
Messungen fiir eine Reihe ganz bestimmter specieller Falle die ent- 
sprechenden zusammengehorigen Werthe der Yeranderlichen ausfindig 
zu machen^ um aus denselben, also von rdckwarts^ zu einer die 
gegenseitige Abhangigkeit der Yeranderlichen mehr oder weniger 
genau ausdriickeuden Ndherungsformd zu gelangen^ welche empirische 
Formel oder Gleichung genannt wird. 

Es lassen beispielsweise Yersuche zweifellos erkennen^ dass die 
Temperatur t eines gewissen Gases und der Minimaldruck p, welcher 
bei dieser Temperatur die Yerfltissigung bewirkt, zwei von einander 
abhaugige Yeranderliche darstellen, indem im Allgemeinen zu irgend 
einer Temperatur t ein ganz bestimmter Werth von p oder umgekehrt 
zu irgend einem Drucke p ein ganz bestimmter Werth von t gehort, 
iiberhaupt ein Wachsen oder Abnehmen von t gleichzeitig ein Wachsen 
beziehungsweise Abnehmen von p zur Folge hat. 

Trotz der wie gesagt durch Yersuche gewonnenen Erkenntniss, 
dass Druck und Temperatur im vorliegenden Falle zwei von einander 
abhangige Grossen sind, ist es aber doch bis nun nicht gelungen, 
irgend eine bestimmte mathematische Beziehung zwischen denselben 
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EinleituDg. 3 

za entdecken, also auch nicht moglich geworden, die Abhangigkeit 
Yon Temperatur und Drack fUr ein bestimmtes zu verfliissigendes Gas 
durch eine genaue mathematische Formel zum Ausdruck zu bringen. 

Man hat daher bier sogleich einen Fall vorliegen^ in welcbem zur 
Aufsiellung einer empiriscben Formel gescbritten werden mtisste^ wenn 
sich das Bedurfniss nacb einer (wenigstens annabernd) die Abbangig- 
keit der beiden besprocbenen Grossen darstellenden Formel ergabe. 

Um auf die Sache naber eingeben zu kounen, moge angefObrt 
werden^ dass zum Beispiel in Bezug auf die Yerfldssiguug des Ammo- 
niakgases durcb Yersucbe die nacbfolgende Reibe zusammengeboriger 
Wertbe von p und t gefunden wurde, aus welcber vorerst die Zu- 
nabme des erforderlicbeu Druckes (jo!) beim Wacbsen der Temperatur (t) 
ganz deutlicb erbellet. 



1 



Pi = 2,48 
^i = — 17,8' 



P2 = 5,00 
.^ = + 4,2 



fi>3 = 7,00 
^3 = + 16,3 



2?4 == 8,00 Atmospbaren 
t^ = ^ 20,3 Grade Celsius, 



Es dUrfte nun in diesem Falle unter Anderem interessiren zu 
erfabren, bei welcber Temperatur das Gas durcb den Druck Einer At- 
mospbare, oder durcb welcben Druch dasselbe bei der Temperatur Null 
yerfliissiget werden kann. 

Ja es konnte sogar der Wunscb rege werden, auf Grund der in 
der Versucbsreibe entbaltenen Wertbe eine Tabelle aufstellen zu konnen, 
welcbe entweder fUr nacb einer aritbmetiscben Reibe wacbsende 
Temperaturen die zugeborigen Driicke, oder fUr nacb einer eben solcben 
Reibe wacbsende Driicke die zugebbrigen Temperaturen entbielte. 

Die Beantwortung der gestellten Fragen oder die ErfuUung des 
zuletzt geausserten Wunscbes wird auf dem minder umstandlicben, 
namlicb redi^r^enden Wege nur dann in befriedigender Weise ermog- 
licbet werden, wenn es gelingt aus den in der Versucbsreibe entbal- 
tenen Wertben der Veranderlicben, welcbe der Eiirze wegen in der 
Folge immer Versuchswerthe genannt werden mogen, eine (empiriscbe) 
Formel aufzustellen, welcbe ibre Braucbbarkeit dadurcb erweist, dass 
sie bei successiver Substitution der Einen Reibe der Versucbswertbe 
(z. B. t^, t^, ^3 etc.) die Reibe der Anderen namlicb zugeborigen (das 
sind Pi beziebungs weise jjg? Ps ^^c.) mit einem gewissen erforderlichen 
oder uberbaupt gewiinscbten Grade der Genauigkeit gibt. 

Man wird dann aus einem allerdings erst spater naber auszu- 
fObrenden und anscbaulicb zu macbenden Grunde annebmen konnen, 
dass die Formel, welcbe die Versucbswertbe geniigend genau wieder- 
gibt, aucb im Stande sein wird, die zwischen denselben liegenden Wertbe 
nicbt minder genau zu geben. 
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Dass aber ftberhaupt eine empirische Formel die Versuchswerthey 
mit Ausnahme eines spater zu besprechenden Falles^ nicht yoUkommen 
genau^ sondern nur annahemd wird zu geben yermogen, dies findet in 
unmittelbar und spater Nachfolgendem seine Begriindung. 

Das zwischen den beiden Yeranderlichen bestehende Gesetz der 
gegenseitigen Abhangigkeit ist weder yon yornherein bekannt^ noch 
sind zur direden Auffindnng desselben aus den Yersuchswerthen im 
Allgemeinen genilgende Anhaltspunkte yorhanden. 

Es kann daher die Aufstellung einer empirischen Formel^ welche 
eben das Gesetz der gegenseitigen Abhangigkeit bios angenahert zum 
Ausdruck oder zur Anschauung bringen wird, nur dadurch bewerk- 
stelliget werden, dass man yersucht: 

entweder mit mehr weniger gunstigem, jedenfalls aber unyerbfirg- 

tem Erfolg das factisch bestehende doch unbekannte Gesetz einfach 

in eine der Hauptsache nach willkilrlich gewahlte Form zu zwdngen, 

oder die Form ausfindig zu machen, welche jenes nur angenahert 

zwischen den Yeranderlichen bestehende Gesetz zum Ausdrucke 

bringt, das zufolge genauer und systematischer Untersuchung der 

zweifellos mit FeMem behafteten Yersuchswerthe als mehr weniger 

roher Umriss des thatsachlich zwischen den Yeranderlichen be- 

stehenden unbekannten Gesetzes erforscht werden kann. 

In beiden Fallen stellt die empirische Formel nur eine mehr 

weniger gelungene Ndherungsformel dar, wenn nicht etwa, was sicher 

nur ausserst selten geschieht^ der Zufall eine Bolle spielt^ namlich auf 

das thatsachlich bestehende Gesetz fiihrt. 

Man stellt sich nun am spater eu erorternden Griinden mit einer 
empirischen Formel eufrieden, wenn sie die Versiuchs-y also atich die ubrigen 
Werthe mit jenem Grade der Genauigkeit gibt, mit welchem die Yersuchs- 
werthe selbsty zufolge der angewendeten Messungswerkzeuge und Methoden 
erhalten umrd&ii, 

Fiir den schon erwahnten Fall der Yerfliissigung des Ammoniak- 
gases kann nach einer spater auseinanderzusetzenden Methode unter 
Anderen aus den bereits bekannten Yersuchswerthen folgende empirische 
Formel «ufgestellt werden: 

i) = 4,809 + 0,141^, 

in welcher p den zu der in Graden Celsius ausgedriickten jeweiligen 
Temperatur t gehorigen Atmospharendruck bedeutet. 

Diese Formel gibt fur die folgenden Werthe der Temperatur ii 

t, 17,8, ^2 = + 4,2, ^3 = + 16,3, ^^ = + 20,3 

als beziehungsweise zugehorigen Druck pi 
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i)/ = 2,30, i>/ = 5,40, i>3' = 7,10, i^;«7,67 
statt: 

1)1 = 2,48, 1)2 = 5,00, 1)8 = 7,00, p, = 8,00. 

Es zeigen sich daher folgende Abweichungen, Dififerenzen oder 
Fehler der Rechnungswerthe: 

di = — 0,18 , *2 = + 0,40 , (Js = + 0,10 , d^ = + 0,33 Atmosph. 

Ware anzunehmen, dass zufolge der angewendeten Messungs- 
methode und Werkzeuge die Versuchswerthe p auf nahezu ^ Atmo- 
sphare unsicher seien, ihnen daher ein Fehler von nahezu einer halben 
Atmosphare anhaften konne, so wiirde obige Formel als geeignet 
erscheinen zur relativ einfachen Vervollstandigung der durch die Ver- 
suche gefundenen Werthreihe, also zur entsprechenden AusfQlluDg der 
Liicken, beziehungsweise Aufstellung einer Tabelle (aus spater zu 
erortemden Grunden aber nur innerhalb des Bereiches der Versuchs- 
reihe), da die durch die Formel erhaltenen Werthe dann nicht fehler- 
hafter wie die durch die Versuche gefundenen sind. 

Aus dem bereits Gesagten ist klar zu ersehen, dass die Haupt- 
schwierigkeit bei der Aufstellung empirischer Formeln in der Wahl 
einer geeigneten Form besteht, durch welche man sucht die gegen- 
seitige Abhangigkeit der Yeranderlicheu zum Ausdruck zu bringen, 
weil hiefur in den meisten Fallen von vome herein geniigende Anhalts- 
punkte mangeln, und solche im gQnstigsten Falle nur durch mfihsame 
sowie zeitraubende Untersuchungen der Versuchswerthe gefiinden 
werden konnen. 

So wurde im oben angefuhrten Beispiele das Gesetz der gegen- 

seitigen Abhangigkeit der Grossen p und t ohne hestimmenden Grund 

in die Form: 

1) = a + 6^ 

gekleidet, wo a und b Constante bedeuten, welche in spater zu er- 
ortemder Weise aus den Versuchswerthen berechnet worden sind. 

Von der Wahl der Form hangen ab: die mehr weniger umstand- 
liche Berechnung der in der Formel enthaltenen Gonstanten aus den 
Versuchswerthen, die Bequemlichkeit der Formel beim Gebrauch, sowie 
die Genauigkeit ihrer Resultate, endlich die i^ligenschaft der Formel, 
auch noch ausserhalb des Versuchsbereiches brauchbare Werthe zu 
geben oder nicht. 

Von diesen Funkten sind besonders wichtig: 

die Genauigkeit der Formel und die Bequemlichkeit derselben beim 
Gebrauche, welcher sich ja vielfach wiederholt. 

Etwas weniger fallt in die Wagschale die mehr weniger grosse 
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Umstandlichkeit der Formelaufstellung^ nachdem letztere eine ein fur 
alle mal zu leistende Arbeit reprasentirt. 

Die uicht leicht controllirbare Eigenschaffc der Formel^ ausserhalb 
der Versuchsreihe brauchbare Werthe zu geben, spielt nur in gewissen 
Fallen eine wiehtigere Rolle. 

Es ist wohl klar, dass die Bequemliehkeit beim Gebrauche mog- 
lichste Einfachheit der Formel bedingt. Diese kann aber, wie spater 
mefarfach zu ersehen sein wird, nicht immer mit der Genauigkeit der 
Formel vereint werden. 

In Bezug auf die Aufstellung empirischer Formeln konnen nun nach 
dem Vorhergehenden vor AUem zwei Hauptfalle unterschieden werden: 

1) Die AtifsteUung etnpirischer Formeln nach mllkiirlicher Form, 
wo die Form vorwiegend mit Eiicksicht auf die Bequemliehkeit der 
Aufstellung, sowie beim Gebrauche der Formel, also mit Umgehung 
einer eingehenden ziflfermassigen Untersuehung der Versuchswerthe 
gewahlt wird. 

2) Die Aufstellung empirischer Formeln nach hegrUndeter Form, 
wo die Form, im Streben nach moglichster Genauigkeit der Formel, 
auf Grund der Ergebnisse gewahlt wird, welche die eingehende zifiFer- 
massige Untersuehung der Versuchswerthe zu Tage fordert. 

Es folgt daher vorerst: 

I. Die Aufstelliing empirischer Formeln nach willknrlicher Form. 

Schreibt man eine ganz willkiirlich geformte, nur die beiden Ver- 
linderlichen x und j/, sowie eine oder mehrere constante Grossen ent- 
haltende Gleichung nieder, so stellt selbe offenbar ein Gesetz gegen- 
seitiger Abhangigkeit der Veranderlichen und zwar so lange in 
allgemeiner Form dar, als die Constanten in der Form von allge- 
meinen, namlich .Biichstabengrossen erscheinen. Sobald aber ftir die 
Constante darstellenden Buchstabengrossen specielle Zahlenwerthe ein- 
gesetzt werden, wird die Gleichung zur Ziflferngleichung und gestattet 
zu jedem speciellen Werth der Einen Variablen den zugehorigen der 
anderen zu berechnen. 

Die Aufgabe der Aufstellung einer empirischen Formel nach einer 
willkiirlich gewahlten Form besteht sodann der Hauptsache nach in 
der Aufsuchung jener speciellen Zahlenwerthe, welche man den Con- 
stanten der gewahlten Formel beizulegen hat, damit letztere die Ver- 
suchswerthe so gut, als es iiberhaupt unter den obwaltenden Umstanden 
moglich ist, wiederzugeben vermag. 

WoUte man beispielsweise fiir den schon mehrfach besprochenen 
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speciellen Fall eine empirische Formel nach der willkurlich gewahlteD, 
anscheinend einfachen Form: 

y ~b~+x 

aafstellen^ in welcher y und x die abhangig resp. unabhangig Yer- 
anderliche^ a und b aber Gonstante bedeuten, so handelt es sich^ wie 
oben gesagt wurde, darum^ die Constanten a und b und zwar aus den 
Versuchswerthen so zu bestimmen; dass die Formel die Versuchswerthe 
so gut als moglich wiedergibt. 

Waren nun nur die Werthe von gwei Versuchen bekannt, so 
machte die Bestimmung der Constanten keine Schwierigkeit, da man 
nur je zwei zusammengehorige specielle Werthe der Veranderlichen 
in die Formel einzusetzen hatte, also zwei Gleichungen erhielte, aus 
welchen a xind b berechnet werden konnten. Nachdem aber^ und zwar 
wie spater ersehen wird^ zum Vortheil fiir die Sache die Resultate 
von mehr als zwei Versuchen vorliegen, so liessen sich durch Sub- 
stitution von je zwei zusammengehorigen Werthen der Verander- 
lichen offenbar so viele Gleichungen^ welchen gleichzeitig entsprochen 
werden soll^ zwischen a und b aufstellen, als Faare zusammengehoriger 
Versuchswerthe vorliegen. 

Da a und ' b jedoch nur den von zwei Gleichungen gestellten 
Bedingungen gleichzeitig zu entsprechen vermogen, so ware es bios 
ein Zufall, wenn sie auch den durch die ^brigen Gleichungen aus- 
gedriickten Bedingungen entsprachen, es wird daher im AUgemeinen 
die Formel von der willkurlich gewahlten Form nicht im Stande sein 
die sammtlichen Versuchswerthe genau zu geben und zwar^ um den 
Grund hievon noch in etwas anderer Form auszudrticken^ deshalb 
nichty weil die Gleichung weniger Gonstante enthalt als Paare von 
Versuchswerthen vorliegen oder, was dasselbe ist, weil mehr Paare 
von Versuchswerthen vorliegen, als Gonstante in der Formel erscheinen. 

Es ergibt sich zunachst hieraus die wichtige Thatsache, dass eine 
jede bdiebig geformte Formel befahigt ist, sdmmtliche Versuchswerthe voll- 
Jcommen genau imedergugebenj wenn sie gerade so viele Constante enthalt, 
cUs Paare von Versuchswerthen vorhanden sind. 

Nachdem aber, wie schon angedeutet wurde, die Art und Weise 
der Abhangigkeit beider Variablen um so besser erforscht ist, also 
auch offenbar um so besser erkannt werden kann, je mehr Faare zu- 
sammengehdriger Werthe durch Versuche, Beobachtungen oder Mes- 
sungen aufgesucht wurden, so ist es ebensowohl wunschenswerth als 
zweckdienlich, empirische Formeln aus moglichst vielen Versuchswerthen 
dbzuleiten. 
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SoUte eine empirische Formel von willkiirlich gewahlter Form 
aber sodann die grosse Zahl sammtlicher Yersuchswertfae genau wieder- 
zugeben im Staude sein^ so m^sste sie eine ebenso grosse Anzahl von 
Gonstanfen enthalten und wurde in Folge dessen wegen Mangel an 
Einfachheit beim Gebrauche sehr unbequem. 

Man wird daher im AUgemeinen, urn moglichste Einfachheit der 
Formel zu erzielen^ auf eine grosse Anzahl yen Constanten, folglich 
auch auf die genaue Wiedergabe der Versuchswerthe verzichten und 
sich begniigen miissen, letztere nur mit einem gewissen Grade der 
Genauigkeit zu erhalten. 

Um das Gesagte noch klarer zu machen, moge jetzt auf die Auf- 
stellung einer empirischen Formel beziiglich der Yerfliissigung des 
Ammoniakgases auf Grund der schon bekannten Versuchswerthe: 

^i = — 17,8 (t, = + 4,2 U3 = +16,3 (t^ = + 20,3 Grade Gels. 
i?i = 2,48 ' 1^2 = 5,00 ' ||)3 = 7,00 ' [^^ = 8,00 Atmospharen 

etwas naher eingegangen werden und zwar unter der Bediogung, dass 
dieselbe die schon angefiihrte, willkiirlich gewahlte, also eigentlich 
durch nichts begriindete Form: 

y b -\-x 
erhalte. 

Soil die Formel zur Berechnung der Atmospharendrilcke aus den 
Temperaturen dienen, so miissen die Werthe von p als abhangig Ver- 
anderlicher dem y und die von t als unabhangig Yeranderlicher dem 
X entsprechen. 

Setzt man nun je zwei zusammengehorige Werthe von p und t 
statt y resp. x in die allgemeine Gleichung ein, so erhalt man folgende 
vier Zahlengleichungen, welche die von den Gonstanten a und h gleich- 
zeitig zu erfiillenden Bedingungen ausdriicken: 

1) 2,48 = IE-;-; J 

^^ ^'^ h + 20,3 

Gombinirt man jetzt je zwei der vorstehenden Gleichungen mit 
einander, um die Werthe von a und b zu erhalten, so gelangt man 
zu den nachfolgend aufgefiihrten Resultaten, und zwar aus den 
Gleichungen: 



\ 
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1 


und 2, 


1 


>j 3> 


1 


„ 4, 


2 


V ^7 


2 


» 4, 


3 


,, 4, 



zu a = — 68,8031 



6 = - 17,1206, 



& = — 27,4655, 

6 30,5152, 

ft = — 40,5000, 
6 = - 41,7666, 
6 = — 44,3000r 



^, a = — 94,4584. 

„ a = - 102,0217 

„ a = — 185,7000, 

„ a = -- 192,0333; 

„ a = — 212,3000. 

Die Betrachtung dieser von einander ganz wesentlich abweichen- 
den Zahlen'werthe, welche die verschiedenen Versuchswerthe von den 
Constanten a und h fordern, von den letzteren aber gleichzeitig nicht 
angenommen werden konnen, lasst wohl jetzt schon erkennen, dass 
die Wahl der Form, welche man der empirischen Formel gab, keine 
gliickliche war. 

Behielte man beispielsweise die aus der 1"*®^ und 2*®" Gleichung 
erhaltenen, beziehungsweise von dem 1"*®° und 2*®" Paare der Versuchs- 
werthe geforderten Constantenwerthe bei, so wiirden von der Formel 
wohl 'p^ und |)2 genau, dafflr aber pj und p^ um so fehlerhafter wieder- 
gegeben werden, da letztere zwei Werthe nur jene Formel genau 
wiedergeben wiirde, welche die' aus der 3*®° und 4*®"* Gleichung resul- 
iirenden Constantenwerthe enthielte. Es wiirde nun zweifellos am zweck- 
massigsten sein, wenn moglich die Constantenwerthe so zu wahlen, 
dass aus der Formel cHle Yersuchswerthe mit annahernd gleich grossen 
an und fdr sich moglichst kleinen Fehlern behaftet, also auch mit 
annahernd gleichem Genauigkeitsgrade erhalten werden. Wie dies am 
besten erreicht wird, dies wird spater erortert, vorlaufig moge zu 
einem sehr einfachen Mittel Zuflucht genommen werden, welches den 
ausgesprochenen Wunsch wenigstens einigermassen annahernd erfullt. 

Nimmt man namlich von alien fCLr a und fur h erhaltenen Werthep 
die arithmetischen Mittel, so wird im Ganzen jedenfalls besser wie 
friiher alien gleichzeitig geforderten und von einander abweichenden 
Bedingungen entsprochen. 

Da nun diese Mittel folgende Werthe besitzen: 

a,,, = - 142,55275 und 6^ = — 33,61131, 

so ergibt sich die nachstehende Formel, wenn noch, was den Verhalt- 
nissen entspricht, p statt y und t statt x geschrieben wird: 

t — 142,66275 

^ « — 33,61131"' 

Aus derselben werden ftir die in der Versuchsreihe enthaltenen Tem- 
peraturen t folgende zugehorige Zahlenwerthe von 'p erhalten, und 
zwar als gehorig zu: 
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^ = + 4,2, ^ = + 16,3, <, = + 20,3 



Pi 



4,704, V= 7,293, p/ 



9,184 



t, 17,8, 

beziehiingsweise : 

Pi= 3,119, 
statt: 

jPi = 2,480, ft = 5,000, ft = 7,000, ft = 8,000. 

Die den einzelnen aus der Formel berechneten Werthen anhaftenden 
Fehler sind: 

8, = + 0,639, iJg =: — 0,296, d^ = + 0,293, ** = + 1;184 

und betragt ihre algebraische Summe: 

s = *i + *2 + *8 + *4 = + 1,820. 
Da aus letzterer nun zu ersehen ist, dass die Formel die Werihe 
vorwiegend zu gross gibt, weil die positiven Fehler liberwiegen, an- 
dererseits wohl kein Zweifel daruber bestehen dUrfte, dass es geeignetere 
als die benutzten Constantenwerthe geben wird, so kann man tracliten, 
wenn auch vorlaufig nur versuchsweise, die Constanten zu yerbessern, 
sie namlich so zu andern, dass sicli die Bechnungswerthe den Yer- 
suchswerthen gleichformiger anschliessen. 

So soil namentlich der so besonders hervortretende positive Fehler 
^4 verringert werden, wenn dadurch auch unter Anderem eine ent- 
sprecbende numerische Vergrosserung des relativ geringen negativen 
Fehlers dg hervorgerufen wflrde. 

Ueberlegt man, dass zufolge der Form der Formel offenbar eine 
numerische Verkleinerung der Constanten a, ebenso eine Vergrosse- 
rung von 6 eine Verkleinerung der Formelwerthe zur Folge hat, so 
kann man in diesem Sinne eine Aenderung der Formel versuchen. 
Setzt man beispielsv^eise: 
• « — 135 



t— 36 



SO v^rerden fflr: 

t, = - 17,8, 
beziehungsweise : 

i>/= 2,949, 
statt: 

p, = 2,480, 



t, = + 4,2, fe. = + 16,3, t,= + 20,3 



p^'= 4,389, p,'= 6,706, p/ 



1>4 



8,372 



8,000; 



= 5,000, Pa = 7,000, 
die jetzt resaltirenden Fehler sind: 

d, = 4- 0,469, dt 0,611, *, = — 0,294, d^ = -\- 0,372 

and ihre algebraische Summe betragt: 

s = di + d, + dj + *4 = — 0,064. 
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Man ersieht aus dem nunmehr erreichteD, wenn auch nicht voUstandig 
befriedigenden Erfolg, dass eine jedenfalls guDstige Wirkung erzielt 
wirdy wenn man durch eine geeignete Aenderung der speciellen Oon- 
stantenwerthe za bewirken sucht, dass die Fehier ebensowohl positiv als 
negativ in angendhert gleicher numerisdher Grosse auflreten, also an- 
fiahemd Null zur algebraischen Summe erhaUen, da dann ein bedeuten- 
deres Ueberwiegen einzelner Fehier vermieden wird. 

Man diirfte im Yorliegenden Falle so ziemlich erreicht haben, was 
mit der gewahlten Formelform uberhaupt erreichbar ist; ausgeschlossen 
erscheint allerdings nicht die Moglichkeit einer (sicher Dur mehr ge- 
ringftlgigen) numerischen Yerkleinerung der Fehier^ da ja bei der ver- 
suchweisen Verbesserung der Constantenwerthe weder bekannt war, 
ob nur a oder nur b oder endlich gleichzeitig a und b im frUher an- 
gedeuteten Sinne geandert werden sollen, noch wie im letzteren Falle 
die gleichzeitig vorzunehmende Aenderung auf a und b zu vertheilen 
ist, damit die geeignetsten Werthe der Gonstanten erhalten werden. 
Das besprochene Beispiel gentlgt, um erkennen zu lassen, was in der 
Folge bei der Aufstellung empirischer Formeln nach der Wahl der 
Form die Hauptaufgabe bilden wird, offenbar die Aufsuchung der 
besten Werthe der Gonstanten, welche vorlaufig als jene definirt werden 
mogen, mit welchen die Formel von der gegebenen Form Rechnungs- 
werthe gibt, deren sich aus dem Yergleich mit den analogen Yer- 
suchswerthen ergebende Fehier bezQglich ihrer numerischen Grosse 
moglichst gleich und Jclein sind. 

Es wird sich demnach im Nachfolgenden zu beschaftigen sein: 

1) mit der WaM der Form] 

2) mit der Aufsuchung der besten Werthe der Gonstanten empirischer 
Formeln. 

Wenngleich vorerst von den Formeln nach willkurlich gewahlter 
Form die Rede sein wird, so ist doch auch hier die Wahl der Form 
eine in Betracht zu ziehende Frage, da die Bezeichnung yyWillkUrlich^^ 
wie aus Yorhergehendem zu ersehen, nicht im engsten Sinne des 
Wortes aufzufassen ist. 

Man hat ja, wie schon gesagt wurde, die Form solcher Formeln 
so zu wahlen, dass in erster Linie sich dieselben beim Gebrauche als 
bequem erweisen, in Bweiter die Aufsuchung der besten Constanten- 
werthe mit keiner all zu grossen MUhe verbunden ist. 

Ueberdies wird es nothwendig sein, bei der Wahl der Form der 
Formel auch noch aus anderen Grfinden mit Bedacht vorzugehen, um 
nicht Yon Yomherein einen giinstigen Erfolg auszuschliessen. 

Ist namlich, was wohl fast immer der Fall sein wird, aus der 
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Natur der Sache oder aus den Versuchswerthen irgend eine Eigen- 
schaft der abhangig Yerauderlichen oline ndhere Untersuchiing za er- 
kenneu^ beispielsweise um nnr Einiges zu erwahnen^ dass selbe Null^ 
nur positiv, positiv und negativ werden kaun, oder mit der unab- 
hangig Yeranderlichen wachst oder abnimmt etc. etc., so wird es noth- 
wendig^ doch wenigstens dieser Einen leicht erkenubaren Bedingung 
gerecht zu werden. 

Man wiirde daher aus der unendlich grossen Anzahl moglicher 
Formelformen eine solche auszuwahlen haben, welche der zu erfullen- 
den Bedingung zu entsprechen yermag. 

Wird endlich auch die eventuell zu erzielende Genauigkeit der 
aufzustellenden Formel in Betracht gezogen, so darf die bereits be- 
kannte Thatsache nicht vergessen werden^ dass eine Formel wird im 
Allgemeinen die Verstichswerfhd um so Mchter anndhemd m geben ver- 
mogen, je mehr sich die Anmhl ihrer Constanten der Anzahl der zti 
beriicksiehtigenden Paare der Versuchswerthe ndhert, 

Abgesehen davon, dass vorlaufig schon wegen Unkenntniss der 
in jedem einzelnen Fall bei der Aufsuchung der besten Constanten- 
werthe etwa auftretenden Schwierigkeiten kein riehtiges Urtheil in 
Bezug auf eine zweckmassige Wahl der Formelform gefallt werden 
kann, ist es doch bereits moglich einzusehen^ dass, trotz der im un- 
mittelbar Vorhergegangenen gemachten allgemeinen Andeutungen und 
ausgesprochenen sowie womoglich zu erfuUenden Wtinsche, die Arbeit 
der Aufstellung einer empirischen Formel nach willkiirlicher Form 
noch immer eine ausserst willkilrliche und in Folge dessen oft unfrucht- 
bare werden wird, wenn man nicht versucht in dieselbe ein System 
zu bringen, weil mathematische Formen ja einer unendlichen Mannig- 
faltigkeit fahig sind. 

Eine willkommene Handhabe bietet hiezu ein gewisser Satz 
der Mathematik, auf welchen nun im Folgenden naher eingegangen 
werden wird. 

Zwischen zwei von einander abhangigen yeranderlichen Grossen 
y und X besteht immer, jenachdem y oder x die RoUe der abhangig 
Yeranderlichen spielt, in allgemeinster Form ausgedrQckt die Gleichung: 

y =s f(jxi) beziehungsweise x = f{y), 

welche nichts anderes besagt, als dass y eine yon Xj oder x eine yon y 
abhangige Grosse oder Function ist, — also liber die Art der gegen- 
seitigen Abhangigkeit noch keinen weiteren Aufschluss zu geben yermag. 
Nach den Lehren der hoheren Mathematik kann nun jede Func- 
tion einer Grosse in eine nach den ganzzahligen Potenzen der letzteren 
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fortschreitende Reihe aufgelost^ also darch eine solche dargestellt 
werden^ welche eine endliche moglicherweise auch eiue unendliche An- 
zahl von Gliedem enthalt, wenn durch diese Reihe der Wertli der 
Fanction mit voUer Scharfe zum Ausdruck gebracht werden soil. 

Man kann daher ohne weitere Biicksichtnahme auf die Natar der 
Fanction beispielsweise: 

y «= f(x) = a -\- hx -{- cs^ -{- dx^ + • • • 

setzeU; in welchem Ausdrucke aber dann vom jeweilig Yorliegenden 
Fall abhangig sind eben sowohl die an und fdr sich unyeranderlichen^ 
also constanten Grossen a, 5, Cy d etc., als auch die Anzahl der zur 
Darstellung der Function erforderlichen Glieder der Reihe. 

Nachdem also durch die vorstehende Reihe eine jede Function, 
also auch eine etwa zwischen den Veranderlichen x und y bestehende^ 
durch Yersuchswerthe annahernd und indirect gegebene Beziehung aus- 
gedrdckt werden kann, so ist es naheliegend empirische Formeln in 
der Art aufzustellen, dass man die abhangig Veranderliche y eben 
gleich setzt einer nach den ganzzahligen Potenzen der unabhangig 
Veranderlichen fortschreitenden Reihe. 

In Bezug auf die dann in jedem einzelnen Falle hierbei erforder- 
liche Anzahl der Glieder kann nur gesagt werden, dass dieselbe im 
Maximum also hochstens gleich sein kann der bei der Aufstellung der 
Formel zu beriicksichtigenden Anzahl der Paare von Versuchswerthen, 
da dann gerade eine dieser gleiche Zahl von Constanten (a, h, c etc.) 
in der Reihe erscheinen, also nach Friiherem die derart beschaffene, 
wie auch jede andere eben soviele Constante enthaltende^ im Uebrigen 
ganz beliebig geformte Formel, die Yersuchswerthe genau zu geben 
im Stande sein muss. 

Da hiebei aber offenbar auch der Fall nicht ausgeschlossen ist, 
dass moglicherweise eine weit geringere Anzahl von Gliedern geniigt, 
am so mehr, als ja, wie schon besprochen, nicht die genaue, sondem 
nur in gewissem Grade angenaherte Wiedergabe der Versuchswerthe 
von Seiten der Formel verlangt wird, so wird es am zweckmassigsten 
sein, selbst beim Vorhandensein relativ vieler Versuchswerthe mit ver- 
haltnissmassig wenigen, etwa nur zwei oder drei Gliedern bei der Formel- 
aufstellung zu beginnen und die Zahl derselben erst dann successive 
zu vergrossern, wenn sich aus den Resultaten der Formel die Unzu- 
langlichkeit der Gliederzahl ergibt. 

Die Folge wird tiberdies lehren, dass bei derartig geformten For- 
meln ebensowohl die Aufsuchung der besten Gonstantenwerthe als 
auch der eventuell nothig werdende successive Uebergang auf sonst 
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gleichartige nur eine grossere Anzahl von Gliedern enthaltende For- 
meln mit einer relativ geringen MUhe verbunden ist, wenigstens im 
Vergleich mit anderen Formeln, welche oft anscheinend einfach, bei 
der Constantenberechnung ganz bedeutende Miihe verursachen, und 
nach etwaigem Erweis der Unbrauchbarkeit keinen einfachen, namlich 
zum Theil unter Benutzung schon berechneter Zahlenwerthe durch- 
fiihrbaren Uebergang auf andere, eine grossere Zahl von Constanten 
enthaltende Formeln, gestatten. 

Da sich endlich die Formeln von der besprochenen Form: 

y = a + &^ + <^^ + dx^ -(-... 

auch beim practischen Gebrauch, namlich bei der Berechnung der zu 
gewissen Werthen von x gehorigen Werthe der abhangig Verander- 
lichen y als nicht sonderlich unbequem erweisen, selbst dann wenn 
drei oder vier Glieder der Reihe vorhanden sind, so ist man zu einer 
Form gelangt, welche den friiher im AUgemeinen ausgesprochenen 
Wilnschen und Anforderungen moglichst entspricht und namentlich 
in alien jenen Fallen mit Vortheil benutzt i^erden kann, in denen man 
die Miihe scheut, welche die Aufstellung empirischer Formeln nach 
begrundeter Form, das ist auf Grund eingehender und zeitraubender 
Untersuchungen der Versuchswerthe zum Zwecke annahernder Erfor- 
schung des Abhangigkeitsgesetzes verursacht. 
Es folgt nun die nahere Besprechung der 

Aufstellung empirisoher Formeln naoh der Form: 

y c= a + ^^ + c^^ + ^^ + • • • . 

Es wurde bereits erwahnt, dass es im AUgemeinen zweckmassig 
erscheint, bei der Aufstellung empirischer Formeln nach vorstehender 
Form, anfanglich nur etwa zwei Glieder der Reihe beizubehalten und 
erst dann (unter theilweiser Benutzung bereits erhaltener Rechnungs- 
werthe) successive auf drei- oder viergliedrige Formeln dberzagehen, 
wenn aus den nicht befriedigenden Resultaten der zweigliedrigen Formel 
die Unzulanglichkeit der geringen Gliederzahl gefolgert werden kann. 

Desgleichen ist bereits bekannt, dass die zum Behufe der Auf- 
stellung einer empirischen Formel gegebenen Versuchswerthe, nach Fest- 
stellung der derselben zu gebenden Form, ausschliesslich nur mehr zur 
Berechnung der in der Formel erscheinenden Constanten zu dienen haben. 

Wie man nun vorzugehen hat, um in vorliegenden Fallen aus 
den Versuchswerthen m den besten Werthen der Constanten zu gelangen, 
dies wird im Verlaufe des Folgenden an einem speciellen Beispiele 
gezeigt werden. 



\ 
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b,- 2,48 ' b,= 5,00 ' lps= 7,00 ' \p^= 
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Es sei ans den bezQglich der "(^rflussigung des Ammoniakgases 
bereits mehrmals angefOhrten Y ersachswerthen : 

^^=+20,3 Grade Cels. 
8;00 Atmosph. 

Yorlaofig nach der Form: y = a -{-hx eine empirische Formel: 

p ^== a -{- bt 

aufzustelleU; welche zur Berechnung der zur Verfltissigung des Ammo- 
niakgases erforderlichen AtmospharendrQcke p aus den jeweilig herr- 
schenden Temperaturen t zu dienen hatte. 

Setzt man^ wie in einem schon vorhergegangenen Falle^ je zwei 
zusammengehorige Werthe von p and t in die Formel ein^ so gelangt 
man zu folgenden vier Gleichungen: 

1) 2,48 = a- 17,86, 

2) 5,00 = a+ 4,2 &, 

3) 7,00 = a+ 16,36, ' 

4) 8,00 = a + 20,36, 

ans welchen die sodann in die obige allgemeine Gleichung einzusetzen- 
den Werthe der Constanten a und 6 zu berecbnen sind. 

Da, wie bekannt, zur zweifellosen Berechnung von 0wei Un- 
bekannten (a und 6) nur ewei Gleichungen gehoren, weil mehr als 
zwei, einander widersprechende, namlich solche Bedingungen ausdriicken 
konnen, welchen gleichzeitig zu genfigen die beiden Unbekannten nicht 
yermogen, so wird es sich alsbald herausstellen, ob die zwischen den 
Grossen p und t zufolge der Yersuchswerthe bestehende Beziehung 
durch die der Hauptsache nach denn doch willkurlich oder unbegrilndet 
angenommene Form zum Ausdrucke gebracht werden kann. 

Yerbindet man, ahnlich wie dies schon in einem fraheren Falle 
geschah, zum Zwecke der Berechnung der Constanten werthe a und 6 
je zwei der obigen also in uberschussiger Anmhl vorhandene Bedingungs- 
gleichungen miteinander, so erhalt man die nachfolgenden Zahlen- 
werthe, und zwar aus der Combination der Gleichungen: 

1 und 2, a = 4,5191, 6 = 0,1145, 

1 und 3, a ^ 4,8402, 6 = 0,1325, 

1 und 4, a = 5,0606, 6 = 0,1448, 

2 und 3, a = 4,3062, 6 = 0,1652, 

2 und 4, a = 4,2180, 6 = 0,1862, 

3 und 4, a = 2,9250, 6 = 0,2500. 
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Der Mangel an Uebereinstjinmung bei den aus den sechs mog- 
lichen Combinationen der zu berficksichtigenden Gleichungen hervor- 
gegangenen Zahlenwerthen beweist nun allerdings, dass von Seite der 
Gleichungen an die Gonstanten a und b als Unbekannte eine Reihe 
von einander abweichenden und daher nicht gleichzeitig zu erfuUenden 
Anforderungen gestellt werden. 

Die relativ geringe Verschiedenheit der fiir a und fiii: b erhaltenen 
Zahlenwerthe hingegen lasst es wenigstens als moglich erscheinen, 
dass durch eine zweckmassigere Wahl der Werthe der Gonstanten alien 
an sie gestellten, wie ersichtlich nicht allzusehr von einander ab- 
weichenden Anforderungen gleichzeitig m'oglichst gleichmassig ange- 
nahert wird entsprochen werden konnen. 

Nimmt man vorlaufig, wegen Mangel an Kenntniss einer besser 
zum Ziele fiihrenden Methode, wie in dem schon fruher behandelten 
Beispiel; die arithmetischen Mittel (am und bm) von alien fur a und 
fQr b erhaltenen Werthen, so gelangt man, da 

am = 4,31 15 und bm = 0,1655 , 

zu folgender empirischen Formel: 

1) = 4,3U5 + 0,1655^, 

welche jetzt noch in Bezug auf ihre Brauchbarkeit dadurch zu prufen 
ist, dass man untersucht, ob sie die Yersuchswerthe mit dem etwa 
gewiinschten Genauigkeitsgrade zu geben vermag. Sie gibt fur die in 
der Reihe der Yersuchswerthe enthaltenen Temperaturen, das ist fur: 

^ji= — 17,8, ^a= + 4,2, ^3=+ 16,3, ^4^= + 20,3 als zugehorig: 
^/= 1^36, i)2'= ^fi^f Pz= 7;01, jp;= .7,67 statt: 
^1= 2,48, ^2= 5,00, ^3= 7,00, jp4= 8,00 Atmospharen. 

Es sind daher die durch Rechnung erhaltenen Werthe beziiglich 
mit folgenden Fehlern behaftet: 

8^ 1,12, *2 = + 0,01, *3 = + 0,01, *4= — 0,33 

und betragt die algebraische Summe derselben: 

5 = dj + tf, + *3 + tf^ 1,43. 

Die nicht unwesentliche numerische Yerschiedenheit zwischen den 
sich ergebenden Fehlern, der zufolge einzelne der Rechnungswerthe 
mehr als geniigend mit den analogen Yersuchswerthen ubereinstimtnenj 
andere hingegen von denselben bereits in entschieden uneuldssiger Weise 
ahweicJieny sowie das aus der algebraischen Summe der Fehler ersicht- 
liche Yorwiegen der negativen, lassen auch hier erkennen ebensowohl 
di^ Nothwendigkeit einer kleinen Aenderung der Constantenwerthe, als 
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aach die Art, in welcher dieselbe der Hauptsache nach vorzuuehmen 
sein wird. 

Aendert man namlich, Yorlaufig versuclisweise; die Gonstantenwerthe 
so, das8 dadurch etwas grossere Werthe ffir die zu den gewissen Tern- 
peraturen t gehorigen p erhalten werden, so wird dies eine numeri- 
sche Verkleinerung der unjstdassig grossen negativen, zugleich aber auch 
eine numerische Vergrosserung der umwthig kleinen positiven Fehler, 
also im Ganzen ein gleichmdssigeres Anpassen der Rechnungswerthe an 
die Versuchswerthe bewirken. 

Da aber eine Vergrosserung der aus der Formel fQr p zu erhal- 
tenden Werthe (allerdings wenn nur positive Temperaturen zu beruck- 
sichtigen waren) ebensowohl erreicht werden kann durch eine nume- 
rische Vergrosserung Einer der Constanten a oder b als auch durch 
eine gleichzeitige von a und h, so ist man noch immer nicht im Klaren 
daruber, wie man zweifellos zu den hesten oder geeignetsten Werthen 
der Constanten gelangt. 

Jedenfalls aber hat sich wieder gezeigt, dass die arithmetischen 
Mittel am und bm nicht die besten Werthe der Constanten darstellen, 
weil sie nicht allein der Verbesserung bediirftige; sondern auch fahige 
Grossen sind. 

Zu den besten Werthen der Constanten gelangt man nun und zwar 
in vielen Fallen unmittelbar, in anderen durch successive methodische 
Verbesserung von Naherungswerthen mittelst der auf der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung beruhenden sogenannten Ausgleichsrechnung^ oder was 
dasselbe ist mittelst der Methode der Meinsten Quadrate, welche unter An- 
derem lehrt, die Constanten als Unbekannte der in tiberschUssiger Anzahl 
vorhandeneU; aus den Beobachtungs-, Messungsresultaten oder Versuchs- 
werthen abgeleiteten Bedingungsgleichungen so zu bestimmen, dass sie 
den von^ sammtlichen dieser Gleichungen gestellten, mehr weniger von 
einander abweichenden Bedingungen gleichzeitig moglichst gleichmdssig 
angenahert entsprechen. 

Die vorstehend genannte, in selbststandigen Werken abgehandelte 
Methode wird hier aus naheliegenden GrQnden nicht durchwegs strenge 
bewiesen — doch aber derart nutzbringend verwerthet werden, dass in 
alien principiell verschiedenen Fallen mindestens die Angabe erfolgt, 
welche Rechnungsmanipulationen nach den Lehren der Ausgleichs- 
rechnung der Reihe nach vorzunehmen sind, damit man zu den besten 
Werthen der Constanten gelangt. 

Da die Ausgleichsrechnung, wie schon erwahnt, auf der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung beruht, so nennt man zumeist und zwar mit 
Recht jene Werthe, welche sie fur die als Unbekannte der in liber- 

Stoinhausor, empirisohe Formeln. 2 
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schiissiger Anzahl vorhandenen Gleichungen erscheinenden Gonstanten 
gibt, die wahrscheinlichsten Werthe derselben. 

Ware eine in irgend einer allgemeinen Form niedergeschriebene 
empirische Formel thatsachlich der wahre oder richUge allgemeine Ans- 
drnck fUr die zwischen den Veranderlichen bestehende Beziehung, so 
wQrden beim Vorhandensein einer Anzahl von diesbezuglichen Ver- 
suchswerthepaaren, welche die Zahl der in der Formel erscheinenden 
Gonstanten tiberschreitet^ also bei dem hieraus nothwendig folgenden 
Vorhandensein einer ilberschiissigen Anzahl von Gleichungen ^ die in 
diesen enthaltenenWidersprflche oder die durch dieselben ausgedrflckten, 
von einander mehr weniger abv^reichenden Bedingungen, wur auf JRech- 
nung der den Versuchswerthen anhaftendeUj unvermeidlicJien Fehler ge- 
setzt werden konnen. 

Wtirde man nun aus der Formel^ nachdem sie die mit Hilfe der 
Ausgleichsrechnung aus den Versuchswerthen gefundenen wdhrschein- 
lichsten Gonstanten werthe erhielt, die der unabhangig Veranderlichen 
zukommenden^ den Versuchswerthen analogen Zahlenwerthe berechnen, 
so stellten selbe dann nach dem Sinne der Ausgleichsrechnung jene 
Werthe dar, toelche sick bei den Versuchen wahrscheinlich ergd>en Juiben 
tmrden, wenn diese fehlerfrei ausgefuhrt worden wdren, 

Dieser Ausspruch wird naher begriindet werden nach Voraus- 
schickung folgender ffir das Spatere wichtigen Bemerkung. 

1st durch Versuche oder Beobachtungen etc. fiir irgend eine Grosseti^ 
ein mit dem Fehler + f behafteter Werth v erhalten worden, so be- 
steht offenbar die Gleichung: 

V ^=^w -{- f oder w; = v — fj 
aus welcher man ersieht, dass, sobald (+ f) den Fehler darstellt^ 
welcher einem Werthe (t?) anhaftet, ( — /) die Verbesserung bedeutet, 
welche an demselben zum Zwecke der Richtigstellung anzubringen ist. 

Da, wie bereits gesagt wurde, unter der gemachten Annahme 
(dass die allgemeine Formel die zwischen den Veranderlichen bestehende 
allgemeine Beziehung richtig zum Ausdruck bringe), die WidersprtLche, 
welche in den aus den Versuchswerthen nach der allgemeinen Formel 
abgeleiteten, in Hberschvissiger Anzahl' vorhandenen Gleichungen auf- 
treten, nur von den den Versuchswerthen anhaftenden unvermeidlichen 
Fehlern herriihren konnen, so folgt, dass, sofern an den Versuchswerthen 
Verbesserungen oder Gorrecturen angebracht wurden, welche den immer' 
hin nicht bekanntm Fehlern entsprachen, sammtliche Widerspriiche all- 
sogleich verschwinden miissten. 

Suchte man nun, wenn moglich, auf irgend eine Weise solehe 
Gorrecturwerthe zu finden, welche der Reihe nach in den Versuchs- 
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werthen angebracht, die Widersprtiche verschwinden machteO; so waren 
dieselben umgekehrt offenbar nichts anderes, als die <m den Versuchs- 
werthen ansmhringenden Verbessenmgen, oder mit geanderten Zeichen die 
denselhen anhaftenden Fehler, aber nur darm^ wenn nur eine einzige 
Beihe soldier gum gewUnschten Ziel fuhrender Correcturenwerthe gefunden 
werden konnte. 

Nachdem aber dies durchaus nicht der Fall ist, andererseits aber 
angenommen werden kano^ dass Yersuchswerthe wohl immer mit mog- 
lichster Sorgfalt aufgesucht, denselben also nur sehr kleine unvermeid- 
liclie Fehler anhaften werdeo^ so ist es am wahrscheinlichsten^ dass 
von alien die Widerspriiche hebenden Correcturreihen jene den Ver- 
besserungen resp. Fehlern entspricht, welehe die geringffigigsten Aende- 
rungen der Versuchswerthe bedingt. 

Es sind demnach hochstwahrscheinlich die hleinsten der gleichmtig 
vorzunehmenden Correcturen, welche die WidersprUche zu hehehen vermogen, 
die an den Versuchswerthen zuni Zwecke itirer Bichtigstellung vorzunehmenden ' 
Verbesserungen oder mit entgegengesetzten Zeichen gedachty die den Versuchs- 
ijoerthen anhaftenden unvermeidlichen Fehler. 

Durch die die Constanten noeh als Buchstabengrossen enthaltende 
Formel wird das zwischen den Veranderlichen bestehende Abhangig- 
keitsgesetz in allgemeiner Form ausgedriickt und lasst dasselbe be- 
kanntlich sodann noeh eine nahere Specialisirung oder innerhalb ge- 
wisser Grenzen eine verschiedene Formulirung dadurch zu, dass eben 
verschiedene Zalilenwerthe fiir die Constanten eingesetzt werden konnen. 

Je nach den Werthen, welche nun den Constanten beigelegt werden, 
weichen selbstverstandlich die aus der specialisirten Formel erhaltlichen 
Rechnungswerthe von den analogen Versuchswerthen in mehr weniger 
bedentender Weise ab. 

Denkt man aus den Versuchswerthen jene Zahlenwerthe ffir die 
Constanten der Formel abgeleitet, mit Hilfe deren die Diflferenzen 
zwischen den Versuchs- und den aus der Formel berechneten analogen 
Werthen sowohl im Ganzen als im Einzelnen so klein als moglich 
ausfallen, oder, was dasselbe nur in besser verwerthbarer Weise aus- 
gedriickt, sagt: die Zahlensumme dieser Differenzen sowie deren eigene 
numerische Unterschiede moglichst Tdein werden, so erhalt man aus der 
Formel Rechnungswerthe, welche sammtlich ohne Widerspruch dem 
durch die Formel ausgesprochenen Gesetz gehorchen und dabei von 
den analogen Versuchswerthen moglichst wenig abweichen, also offenbar 
jene Werthe, welche man auch aus den Versuchswerthen mittels der be- 
sjgrochen^n Jcleinsten Correcturen als Verbesserungen erhalten konnte, wenn 
diese, was aber nicht der Fall ist, bekannt waren. 
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Man erhalt mithin aus der Formel, wenn sie die soeben naher 
bezeichneten Constantenwerthe enthalt, Rechnungswerthe, welche wie 
die ihnen gleichen verbesserten Versuchswerthe unter den obwaltenden 
Umstanden als die wahrscheinlichsten Werthe der unabhangig Ver- 
anderlichen anzusehen sind. 

Stellen V einen Versuchs- und 12 den aus der Pormel erhaltenen 
analogen Rechnungswerth dar, so ist die Diflferenz dieser Werthe: 

oflfenbar die an dem Versuchswerth zum Behufe seiner Richtigstellung 
wahrscheinlichst anzubringende Verbesserung, sowie ( — S) der demsel- 
ben wahrscheinlichst anhaftende Fehler, und wtirde es demnach moglich 
sein zur Kenntniss dieser Verbesserungen resp. Fehler zu gelangen, 
wenn es gelange, jene Werthe der Constanten zu finden, welche die vor 
Kurzem ausgesprochene Bedingung erfiillen. 

Dies ist aber thatsachlich erreichbar durch die Ausgleichsrechnungy 
deren Bezeichnung nun in dem Umstande begrundet erscheint, dass 
selbe einerseits ermoglicht, durch die Verbesserung der Versuchswerthe 
sammtliche Widersprtiche atts0iigleichen, andererseits in gewissen Fallen 
lehrt, den sogenannten Felilerausgleich vorzunehmen, d. i. die der Wahr- 
scheinlichkeit entsprechende Vertheilung einer bekannten Summe von 
Fehlem auf die einzelnen fehlerhaften Versuchs-, Beobachtimgs- oder 
Messungsresultate. 

Unter der schon vor Langerem gemachten, wiederholt angefuhrten 
und bis auf weiteres beizubehaltenden Annahme, dass die allgemeine 
Formel der richtige allgemeine Ausdruck fur das zwischen den Ver- 
anderlichen bestehende Abhangigkeitsgesetz sei, kann nach dem Vorher- 
gegangenen auch der nachstehende Satz ausgesprochen werden: 

Die DiiBFerenzen zwischen den Versuchs- und den aus der Formel 
erhaltenen analogen Werthen kounen als die den ersterefi wahr- 
scheinlich anhaftenden tmvermeidlichen Fehler angesehen warden. 

Es ist endlich jetzt auch moglich, unter Bezug auf das bereits 
Gesagte sich iiber das Wesen der Ausgleichsrechnung bestimmter aus- 
zudrUcken und zwar wie folgt: 

Die Aiisgleichsrechnung lehrt {unter Anderem) die Cofisianten einer 
Formel so 0U hestimtnen, d(iss numerisch oder der Zahl nach eitier- 
seits die Summe der Fehler {Bifferenzen in den analogen Versuchs- 
und Eechnungswerthen) moglichst klein wird, andererseits die ein- 
zelnen Fehler unter einander moglichst gleich werden. 

Da die fruher durchgeftihrten Beispiele sehr deutlich gezeigt 
haben, dass die Fehler oder Differenzen beziiglich der numerischen 
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Grosse nur dann einander nahe kommeu^ gleichzeitig aber moglichst 
klein werden konnen, wenn sie ebensowohl positiv als negativ in an- 
nahemd gleicher Grosse auftreten, so ergibt sich als nothwendige Folge 
der ConstaHtenberechnung nach der Ausgleichsrechnung, dass sich die 
Fehler oder Differenzen in ihrer algebraischen Summe zum grossen 
Theil^ aufzuheben oder auszugleichen streben, welcher Fehlerausgleich 
aber iricht mit dem oben naher besprochenen verwechselt werden darf.. 

Es entsteht nun zunachst die Frage^ wie man im Allgemeinen 
nach der Ausgleichsrechnung vorzugehen habe^ um zu jenen Werthen 
der Gonsrtanten zu gelangen^ mittelst denen der Zahl nach eine mog- 
lichst kleine Fehlersumme und moglichst kleine Fehler erhalten werden. 

Der Losung dieser Aufgabe kommt nun, wie gleich gezeigt wird, 
zu Gute, dass es moglich ist, die beiden ausgesprochenen Bedingungen 
in £ine zu verschmelzen. 

Stellen dj, dg; ^s ®*'C* ^^^ *« ®i^® Reihe veranderlicher Grossen 
dar^ deren numerische Summe: 

s = (+ <J0 + (+ ««) + (+ -Js) + • • • + (+ *-) 

sei, und ist 

3 = di« + <J,« + da* + . ■ • + <J„« 

die Summe der Quadrate dieser Grossen, so ist leicht einzusehen, dass 
q ein Minimum, also der Zahl nach moglichst klein wird, wenn 

tf 1 = dg ^ <^3 = = d„ = — und s selbst moglichst klein ist. 

Wendet man dieses Ergebniss auf den vorliegenden Fall an, 
indem man unter 6 die Werthe der Fehler oder die bekannten Diffe- 
renzen begreift, so ergibt sich, dass die beiden oben ausgesprochenen 
Bedingungen gleichzeitig in der Einen enthalten sind: die Summe der 
Fehlerquadrate soUe ein Minimum sein. Man kann daher auch sagen: 
Nach der Ausgleichsrechnung sind die Constanten einer Formel so zu 
bestimmen, dass die Summe der FeMerqmdrate ein Minimum wird. 
Hierin aber findet die Bezeichnung dieser Rechnungsmethode als 
MeUiode der Meinsten Qu^xdrate ihre voile Erklarung. 

Es moge allerdings nicht verschwiegen werden, dass die beiden 
*Yor Eurzem ausgesprochenen Bedingungen auch dann in Eine zusammen- 
gezogen werden konnten, wenn statt der Quadrate gewisse andere Po- 
tenzen eingeffihrt worden waren. 

Aber abgesehen davon, dass nur bei geraden Potenzen der Ein- 
fluss der den Fehlem zukommenden Zeichen verschwindet, und noch 
andere GrUnde fiir die Beibehaltung des Quadrates sprechen, ist es 
schon klar, dass die niederste, folglich den Zweck am einfachsten 
er&Uende Potenz: das Quadrat, der Praxis am besten entspricht. 
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Von der aus dem Vergleich der aoalogen Versuchs- und Rechnungs- 
werthe leicht abzuleitenden Summe der Fehlerquadrate: 

q = S,' + S,'+S,' + "' + *n* 

wird oft eine in vielen Fallen sehr wichtige Anwendung gemacht, indem 
zufolge der Ausgleichsreclinung der bei jedem einzelnen Versuchs-, 
Beobachtungs- oder Messungswerth eu befiirchtende auch sogenannte 
mittlere Fehler m, das ist die mittlere Abweichung von der Wahrheit, 
nach der Formel: 



m 



-V^.-±r 



berechnet werden kann, in welcher q die Summe der Fehlerquadrate 
und n die Anzahl der Versuchswerthepaare bedeuten, die bei der Be- 
rechnung der 1c Constanten berueksichtigt wurden. 

Nimmt man hingegen von den sich ergebenden Differenzen als 
Fehler, ohne deren Zeichen zu beachten, das arithmetische Mittel, so 
erhalt man nach Wastler den den Versuchswerthen anhaftenden durchr- 
schnittlichen Fehler, 

Auf die nahere Begnindung der oben flir den mittleren Fehler 
angegebenen Formel kann hier nicht naher eingegangen werden. 
Die Betrachtung derselben aber lehrt, dass die Moglichkeit des Vor- 
kommens von (h) zufalligerweise fehlerfreien Versuchswerthen beruek- 
sichtigt wurde, in Folge dessen die constatirbaren Fehler nur auf die 
dann tibrigbleibenden (n — h) fehlerhaften Versuchswerthe gleichmassig 
zu vertheilen waren. 

Die Folge hiervon aber ist, dass der mittlere Fehler den durch- 
schnittlichen an Grosse iiberragt. 

Da wenn n = 7c, nothwendig g = wird, weil die Rechnungswertlie 
genau mit den Versuchswerthen ubereinstimmen, wenn letztere nicht in 
liberschiissiger Anzahl vorhanden sind, so folgt als mittlerer Fehler: 

m = -- = unbestimmt, was heisst: 

Der den Versuchswerthen wahrsdmnlich anhaftende mittlere Fehler 

kann nur herechnet werden, wenn uberschiissige Versudiswerthe vorliegen. 

Es ist jetzt an der Zeit, die bis nun beibehaltene Annahme be-' 
zfiglich der Richtigkeit der allgemeinen Formel fallen zu lassen, da 
bei den hier zu losenden Problemen von vomherein nicht bekannt ist, 
ob — also auch nicht ohne weiteres angenommen werden kann, dass die 
nach irgend einer Form aufgestellte empirische Formel wirklich dem 
zwischen den Veranderlichen bestehenden Abhangigkeitsgesetz ent- 
spricht. 

Dies hat aber dann zur Folge, dass weder die aus der Formel 
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eriialtliclieii Rechnungswerthe nnbedingt als die der abhangig Ver- 
anderlichen wahrscheinlichst zubommenden Werthe, noch die DifiFe- 
renzen zwischen den analogen Rechnungs- und Versuchawerthen als 
die an letzteren anzubringenden oder denselben anhaftenden (wahr- 
scheinlicben) Verbesserungen resp. Pehler angeseben werden konnen. 

Denkt man sicb in einem bestimmten^ Torliegenden Falle bekannt, 
welcher (ebensowohl positiv als negativ mogliche) Maximalfebler (+ /) 
den Yersuchswerthen anzubaften vermag, und bringt man mit der somit 
bekannten Feblergrenze die zwischen den analogen Versuebs- und 
Recbnungswerthen auftretenden Differenzen zum Yergleicb, so kann 
sicb nur ergeben^ dass dieselben sammtlicb oder tbeilweise diese Grenze 
tLberscbreiten oder nicbt. 

Wiirden nun tbatsacblicb sammtlicbe oder aucb nur einzelne dieser 
Differenzen die bekannte Feblergrenze uberschreiten, so konnte die Ursacbe 
hievon nur in einer ungeeigneten oder unrichtigen Wdhl der Formelform 
erblickt werden, weil nacb dem Friiberen bei ricbtig geformten For- 
meln, wenn die Constanien derselben nacb der Ausgleicbsrecbnung be- 
stimmt wurden, die sodann die Febler wabrscbeinlicbst darstellenden 
Differenzen sicb offenbar nur innerhaXb der Febler^enze zu bewegen 
vermocbten. 

WUrden bingegen sammtlicbe Differenzen sicb innerhdih der be- 
kannten Feblergrenze befinden, so ware die dieselben zu Tage fordernde 
Formel unter den angenommenen Verbaltnissen notbwendig als der 
tcahrscheinliche Amdruck fQr das zwiscben den Veranderlicben be- 
stehende Abbangigkeitsgesetz anzuseben. 

Es sind demnacb, was sicb librigens aucb scbon aus FrUberem 
ergibt, die beaten Wertbe der Constanien gleicbbedeutend mit jenen, 
welcbe sicb durcb die Ausgleicbsrecbnung unter dem Namen der wahr- 
scheinlichsten Wertbe der Gonstanten ergeben. 

Man kann zufolge des Yorbergebenden nur dann mit moglicbster 
Sicherbeit in Erfabrung bringen, ob eine Formel ihrer Form nacb 
geeignet ist, das besagte Abbangigkeitsgesetz mit geniigendem Grade 
der Genauigkeit auszudriicken, tvenn die Gonstanten derselben nach der 
AusgleichsrecJmung berechnet tourde^i, weil nur in diesem Falle aus der 
Ueberscbreitung der Feblergrenze durcb die besprocbenen Differenzen 
ohne Weiteres auf die Nicbteignung der Formelform gescblosseu 
werden kann. 

Wiirden namlicb die Gonstanten der Formel aus den in Qber- 
scb^ssiger Anzabl vorbandenen Gleicbungen auf irgend eine andere 
Art und Weise berecbnet worden sein, so bliebe man daruber offenbar 
im Unklaren, ob die Ueberscbreitung der Feblergrenze durcb die 
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DiflferenzeD Folge der Nichteignung der Formelform oder der Ein- 
fiihrung von Constantenwerthen ist, welche etwa nicht so gut als 
moglich entsprechen. 

1st, was vorkommen kann, die Fehlergrenze nicht bekannt, und 
fur dieselbe nur eine mehr weniger zutreflfende vermuthungsweise An- 
nahme gemacht worden, so hat dies nur zur Folge, dass im Falle der 
Nichtiiberschreitung der angenommenen Fehlergrenze durch die Diffe- 
renzen die Formel nur so lange als der wahrscheinlichste Ausdruck des 
Abhangigkeitsgesetzes anzusehen ist, als keine neue^ die Fehlergrenze 
einengende Annahme gemacht wird. 

Es hat jetzt auch der friiher gemachte Ausspruch, dass man sich 
nur dann mit einer empirischen Formel zufriedenstellt, wenn die 
Dififerenzen innerhalb der (wahren oder angenommenen) Fehlergrenze 
liegen, seine voile Erklarung gefunden, da nur unter dieser Bedingung 
die Formel als der wahrscheinliche Ausdruck des Abhangigkeitsgesetzes 
angenommen werden kann. 

Weiter diirfte jetzt klar sein, dass eine Formel wegen Nicht- 
eignung der Form trotz Berechnung der Constanten durch die Aus- 
gleichsrechnung nicht zu entsprechen vermag, dies aber gleichzeitig 
viele andere verschieden geformte sowie im Gebrauche mehr weniger 
bequeme Formeln zu thun vermogen und zwar um so mehr, je weiter 
die Fehlergrenze gesteckt ist. 

Dass es immer zweckmassig sein wird, die Constanten einer em- 
pirischen Formel nach der Ausgleichsrechnung zu bestimmen, ob die 
Formel nun nach willkurlicher oder begrilndeter Form aufgestellt wird, 
erhellet schon aus dem kurz vorher Gesagten, da nur in diesem Falle 
mit moglichster Sicherheit auf die Eignung oder Nichteignung der 
Formelform geschlossen werden kann. 

Es wird jetzt nothig anzugeben, wie der gestellten Bedingung 
entsprechend, dass die Summe der Fehlerquadrate ein Minimum werde, 
die Constanten einer empirischen Formel zu berechnen sind, und zwar 
vorlaufig unter der Annahme, dass die zwischen den Veranderlichen 
bestehende und durch die Formel ausgedriickte Beziehung in Ruck- 
sicht auf die Constanten eine sogenannte lineare Function darstelle, 
namlich einen Ausdruck, welcher nur die einzelnen ersten Potenzen 
derselben und diese nur in den eventuellen Zahlern seiner Glieder 
enthalt. 

Mit dieser letzteren Annahme steht beispielsweise nicht im 
Widerspruche die Gleichung: 

b+T' 
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da selbe allsogleich in: 

y ^^ a -]- dx -{■ ex^ 

Gbergeht, wenn man -,- = d und — = e also wieder Constanten gleich- 

setzt^ nach deren Berechnung sich b und c sehr leicht ergeben. 

Bestunde angenommenermassen zwischen der unabhangig und 
abhangig Veranderlichen y beziehungsweise x die Beziehung: 

worin a, 6, c etc. die Constanten, f(x)j f{x), f'{x) aber verschiedene, 
im Uebrigen beliebige Functionen von x bedeuten mogen, so sind vor 
Allem dem Vorhergehenden zufolge aus den vorhandenen n Versuchs- 
werthepaaren: 

M ^ * » ' 

Xn 



{ 



x^ 


|«« J 


X^ 


) 


1 


• ■ • . ' 


Vi 


Vi 


iVa 



nach der vorstehenden allgemeinen empirisclien Formel die n speziellen 
Bedingungsgleichungen aufzustellen, welclie offenbar, wie folgt, lauten: 

Vi = af{^d + hfix,) + cr(x,) + . . . 



da man ja nichts anderes zu thun hat, als der Beihe nach fur y die 
Werthe y^, y^, y^ etc. bis y„ und entsprechend fUr x beziehungs- 
weise a?!, Xfj x^ etc. bis Xn zu setzen. 

Diese Gleichungen dienen jetzt bekanntlich zur Berechnung der 
Constanten, da sie ja nur diese mehr als Unbekannte enthalten. 

Sind in der Formel nun Ic Constante enthalten und ist % > n, 
so konnen dieselben in Folge Mangels der erforderlichen An^ahl von 
Versuchswerthen resp. Gleichungen einfach nicht berechnet werden. 

Ware hingegen t'=«, so ist die Zahl der Gleichungen gerade 
hinreichend 'zur Berechnung der Constanten durch gewohnliche Auf- 
losung der Gleichungen. 

Ware eudlich, was ja nur wiinschenswerth ist, i < w, so sind die 
Gleichungen in Uberschussiger Anzahl vorhanden, also die Constanten 
derselben am besten nach der Ausgleichsrechnung oder Methode der 
kleinsten Quadrate zu berechnen. 

Zu diesem Zwecke denke man sich nun die Werthe der Constanten 
nach der Ausgleichsrechnung bereits bestimmt, und aus der Formel 
sodann diejenigen Werthe (r^, r^y r^ etc. bis r,) der abhangig Ver- 
anderlichen y berechnet, welche den in den Werthen der Versuchsreihe 
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enthaltenen (y^y y^, y^ etc. bis j^») analog sind, also offenbar jene, 
welche man erhalt, wenn der Reihe nach fQr x die Werthe x^ x^j x^ etc 
bis Xn gesetzt werden. Es ergeben sich dann folgende Gleicliungeii: 

n - af{x,) + ir{x,) + cf'ix,) + ■•■ 

rg = af(Xi) + hf{x^ + cf"{Xi) -\ 

rz = af{x^) + hfix,) + cr\x;) + ■-■ 

U = af{x;) + 6/-' (a;.) + cf' (a^.) + • • • , 

also auch zwischen den analogen Rechnungs- and Yersuchswerthen 
folgende Diflferenzen: 

*i = n -- yi = — yi + (^f(Pi) + M\^i) + ^rc^i) H — 
*2 = ^2 — ya = — ^2 + ^/^W + if {^2) + <^f\^^ -{ — 
*3 = ^3 - ^3 = - ys + ^/'(^s) + */"K) + ^r (a^s) H — 

*!» = *-n — yn = — yn + dfi^^ + ^rCa^n) + c/^'(^») H > 

welche bekanntlich als die an den Yersuchswerthen anzubringenden 
Verbesserungen^ oder mit entgegengesetzten Zeichen genommen, als 
die denselben anhaftenden unvermeidlichen Fehler angesehen werden 
konnten^ wenn die Form der Formel richtig ist und die Gonstanten 
nach der Ausgleichsrechnung bestimmt worden waren. 

Der leichteren Ausdrucksweise wegen und um das Folgende mit 
dem Yorhergehenden bezuglich des Ausdruckes in Einklang^ zu bringen, 
mogen vorlaufig ohne weitere Erorterung Hber die Zulassigkeit^ diese 
Diflferenzen als Fehler (der Yersuchswerthe) bezeichnet werden. 

Waren die schon in die Formel eingefiihrt gedachten speciellen 
Gonstantenwerthe wirklich nach der Methode der kleinsten Quadrate 
in noch nicht bekannter Weise berechnet worden, so miisste dem Yor- 
hergehenden zufolge die Summe der Fehlerquadrate, also 



\* + V + V + . . . + d»» 

ein Minimum sein, was in bekannter Weise auch wie folgt: 

V(d«) = Min. 

geschrieben werden kann, im Folgenden aber zum Behufe noch grosserer 

Yereinfachung in der Form: 

[d^] = Min. 

zum Ausdruck gebracht wird, so dass bei den Rechnungen der Methode 
der kleinsten Quadrate analoger Weise beispiels weise unter: 
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[d] die Summe ^i + ^2 + ^s + ' " ' H" ^« > 

\xpy^] „ „ x^py,'' + x/y^'' + x^py^'> + --- + x„>'yni, 

u. 8. w. verstanden werden moge. 

Da nun nach den Lehren der Differentialrechnung der Ausdruck 

[**] , 

welcher offenbar nichts anderes darstellt, als eine Function der vor 
der Berechnung oder Feststellung als Yerauderliche anzusehenden Gon- 
stanten a, h, c etc. • • • ein Minimum wird, wenn die partiellen Diflfe- 
rentialquotienten desselben Null werden, also die Gleichungen: 

bestehen, so ergibt sich jetzt unmittelbar die Gelegenheit, zu Gleich- 
ungen zu gelangen, aus welchen zweifellos die Constanten berechnet 
werden konnen. 

Da namlich: 

m = <Jl* + «J2* + *S* + • • • + V 

ist, so wird nach den Lehren der Differentialrechnung 

ffl _ 2(J, ^ + 2d, ^ + 2(J, ^ + . • • + 2<J.^" -= 

da ^ da * ^ da * " da ' ' "da 

oder abgekiirzt: 

und ebenso: 



*.S + *»S + *»S+---+*-'i"-o 



Setzt man jetzt in die vorstehenden drei Gleichungen die frUher fQr 
*i; *2; *8 ^^' ^^^ *n gefundcncn Werthe ein und nimmt die vorge- 
schriebenen Differenzirungen vor^ so gelangt man zu nachstehenden 
Gleichungen: 

{ - y. + afM + ifi'cd + cf'ix,) + • • • } fix,) + 
+ { - ^2 + afi^t) + ^n^i) + cf"{x,) + •■•] fix,) + 
+ { - ys + afix,) + 6rW + cf"(x,) + . . . } /-(a^i) + 
+ + 

+ { - y« + af(x„) + if'(x,) + Cr'iXn) + •■•] n^n) = 0, 
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dann: 

{- y. + «/"(^i) + ifix,) + cf"{x,) + • . •} fix,) + 

+ { - y» + afix^) + hf'ix,) + cr(a;0 + • • • } r (a:,) + 

+ ( - y, + ^rCa^s) + 6r (%) + cf" («,) + •••} r (a^s) + 

+ + 

+ { - y» + a/'W + hfix,) + cr («.) + • • •} r(a;.) = ' . 
endlich: 

{ - yi + «/'(a^,) + 6r(«i) + cr(ai) + • • • } r'(«i) + 

+ { - y, + a/'Ca:*) + hfix,) + cr(^.) + • • ■)("(?>*) + 

+ { - y, + «/^(a^3) + J'r («,) + cr(^) + • • • ) r'(^5) + 

+ • • • + 

+ { - y. + a/-(aj,) + jr w + cf w + • • • } r(a;») = , 

welche nach Ausfiihrung der angezeigten Manipulationen und darauf- 
folgender Zusammenfassung gleichgeformter Glieder unter Benutzung 
der vereinfachten Schreibweise in folgende Form gebracht werden 
konnen: 

\yf {x)-\ ^a[f{x)-f (x)] + l[f'{x).f (a;)] + c [r\x)-f («)] + • " " 

[y • r {x)] - a [fix) • r {x)-\ + h [fix) ■ r {x)-\ + c [r («) • r (a?)] + • • • 

[y . r (a;)] = a [fix) ■ r (a;)] + I [f (x) • f (a;)] + c [r (a?) • /" ' (a^)] + • • • 

Diese sogenannten Normalgleichungen werden nothwendig in einer 

Auzahl erhalten, welche mit der Zahl der in der allgemeinen Formal: 

p = afix) + brix) + crix) + '-- 
erscheinenden Constanten iibereinstimmt, und dienen nun zur zweifellosen 
Berechnung der wahrscheinlichsten resp. besten Werthe der letzteren. 
Eine genauere Betrachtung der Normalgleichungen lasst alsbald 
erkennen, dass selbe noch auf eine andere^ sich dem Gredachtniss leichter 
einpragende Weise erhalten werden konnen. 

Benkt man sich namlich nach der allgemeinen^ etwa k Constante 
enthaltenden Formel: 

p = a fix) + hfix) + ef'ix) + . . . 

aus den n vorliegenden Versuchswerthepaaren: 

X^ \ X^ Xq \Xn 

[yi lya 1^3 \yn 

in bereits bekannter Art die folgenden n Bedingungsgleichungen: 

vi = «/^(«i) + ^rca^i) + cf'ix,) + • • . 

y, = a fix,) + hfix^) + cf'ix,) + ■•■ 
y. = afi^d + 6r(a^) + cf'ix,) + ■.. 

y, = af'ixn) + If'ix,) + cf'ixn) + ..'. 
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aufgestellt, so ergeben sich aus denselben allsogleich obige Ic Normal- 
gleichungeu, wenn man: 

die sammtlichen n Bedingungsgleichungen jedesmal addirt^ nach- 
dem man sie zuvor der Reihe na<^h 

1.) bezuglich mit f {x^, f {x^, f (Xg) etc. bis f (x«), 
2-) „ „ f (arO , f {x^) , f ix^) etc. „ /" {x^) , 

3.) „ ,. rc^i), r(^2); rfe) etc. „ r(^«). 

multiplicirt. 

Um dies wenigstens beziiglicb der ersten Normalgleicbung zu 
erweisen^ folgen jetzt die in der angegebenen Weise multiplicirten 
n Bedingungsgleichungen: 

yj{x,) = af{x,)f{x,) + ht'(x,)fix,) + cr{x,)f{x,) + • • • 

Vifi^i) = af{Xi)f{Xi) + bf'{x^)f{Xi) + cr{Xt)fiXi) H 

%/■(%) = af{^»)f{Xi) + ifix,)f(x3) + cr{xs)fix^) H 

ynfiXn) = af(x„)f{x.) + hrix„)f{x.) + cf' {x;)f{x„) + • • • 

Addirt man nun yorstehende Geleichungen ^ und zwar sO; dass 
immer die senkrecht iibereinanderstebenden Glieder in je eine Gruppe 
zQsammengefasst werden^ so ergibt sich unter Anwendung der yer- 
einfachten Schreib weise offenbar: 

[y ■ fix)] = a [fix) . fix)] + b [f ix) . fix)] + c U" {x) . fix)] + . . . , 

namlich die erste der Normalgleichungen. 

Man findet daber auch bestatiget, dass die Ausgleichsrechnung 
unter Anderem lehrt; die wahrscheinlichsten resp. besten Werthe der 
Unbekannten (hier Constanten) von Gleichungen zu finden, welche in 
uberschUssiger Anzahl yorhanden sind. 

Will man jetzt das unmittelbar Vorhergegangene^ was sich auf 
die moglichst allgemeine Formel: 

y^afix) + }>f'ix) + ef"ix) + --. 

bezogy auf die speciellere: 

y = a + 6a; + ca;* + • • • 

anwendeU; die ihrerseits wieder alle die Formeln in sich schliesst, 
welche im zunachst Folgenden behandelt werden^ so hat man nur, wie 
es ja den Verhaltnissen entspricht, in den Normalgleichungen: 

f{x) = 1 , f{x) = X, r{x) = (X? etc. 
zu setzen* 
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Sie gehen dann tlber in: 

^{yx) = a • 2^(1 ■ a;) ^h'^{x'x) + c • V(rc* - x) + • • • 
^(y'X^) = a'^{l^x^)+h-^{x'X^) + c^ V(x« ■ re*) + • • - 

wenn man auf die gewohnlichere Schreibweise zuruckgreift, damit im 
Folgenden die eckigen Klammern ohne Besorgniss eines Missverstand- 
nisses in beliebiger Weise verwendet werden konnen und weiters unter 

a ' Z{X) den Wertli a • (1 + 1 + 1 -^ bis w) = a • n versteht. 

Man wurde selbstverstandlich auch zu diesen Normalgleichungen 
mit Hilfe der n Bedingungsgleichungen gelangen, welche nach der 
Formel : 

y ^= a + Ix + ex? '\- ' " 

aus den n vorliegenden Versuehswerthepaaren abgeleitet werden koDnen, 
und wie folgt lauten: 

yi = « + &^i + cx^^ H — 

y^ = a+lx^ + cx^^ -I 

j/s = a + 6x3 + cx^^ H 

yn=-a + lXn + CXn^'\ , 

wenn man, wie dies schon angegeben wurde, dieselben jeder Zeit 
addirt, nachdem man sie zuvor der Reihe nach 

1.) mit /• (:r,) = 1 , f {x^)^\^ /" (3:3) = 1 etc. bis /• (Xn) = 1 , 

2.) „ rix,) = x,, r{x,) = x,, f'(xj=.x,eic. „ r(^»)=^-, 

3.) ,, r(^o = ^l^ rw=v, r>3)=vetc. „ r(^») = ^-* 

multiplicirt. 

Im vorliegenden Falle wird an den Bedingungsgleichungen durch die 
Multiplication mitf(x^) = 1, beziehungsweise f(x^) = 1, f(x^) = 1 etc. 
nichts geandert, es ergibt sich daher die erste der Normalgleichungen 
einfach durch die Summirung der n Bedingungsgleichungen. 

Aus dem Dmstande, dass, wie man sich ja augenblicklich fiber- 
zeugen kann, die erste Normalgleichung: 

^(y) = a . w + 6 . ^(x) + c ' ^{x^) + . . . 

im vorliegenden Falle nicht anderes als die Summe sammtlicher Be- 
dingungsgleichungen darstellt, kann nun eine wichtige Lehre gezogen 
werden. 
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Denkt man namlich den Constanten die ihnen nach der Aus- 
gleichsrechnung zukommenden wahrscheinlichsten (resp. besten) Werthe 
beigelegt, so gibt die Formel, wenn filr x der Reihe nach x^) x^y ^^ etc. 
bis x^ gesetzt wird, folgende Rechnungs werthe (r,, r^, rg • • rn\ welche 
den in der Versuchsreihe erscheinenden Werthen {tf^, y^, Vz' ' ' Vn) der 
nnabhangig Veranderlichen analog sind: 

rj = a + ftiCi + cx^^ + • 

r^ = a + lx^ + cx^ + • 



Da nun die Summe dieser Gleichungen: 

gibt nnd zufolge der ersten Normalgleichung die Constanten so be- 
stimmt warden^ dass: 

wird^ so folgt nothwendig: 

^{r)=^{y) Oder ^{r)-^{y) = Q, 
and weil 

auch 

Erinnert man sich jetzt, dass diese Differenzen, die den einzelnen 
Versuchs werthen wahrscheinlichst anhaffcenden, sich beim Yergleich 
der analogen Rechnungs- und Versuchswerthe ergebenden Fehler S 
darstelleU; so folgt endlich 

2 W - *1 + "Jj + *8 + • • • + «J» = 0, 
was heisst: 

Wwrdea die Constanten der Formel: 

y = a + fca; -|- cx^ -|- . . . 

nach der Ausgleichsrechntmg hestimmt^ so mrd die cdgebraische Summe 
der sich aus dem Vergleich der analogen Bechnungs- und Versuchswerthe 
ergebenden FeMer glekh Null. 

Es ist wohl allsogleich einzusehen^ dass dies bei alien jenen 
Formeln der Fall sein wird, bei denen f(x)j f\x) oder f'{po) etc. gleich 
Eins ist, also Eine der Constanten (hier a) mit x unverbunden erscheint. 
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Bedenkt man^ dass dann Eine der Normalgleichungen offenbar 
durch die Summe der Bedingungsgleichungen gebildet wird, so kann 
der wichtige Satz ausgesprochen werden: 

Die algebraische Summe der Fehler mrd Null oder gleicht sich auSy 
wenn Eine der Normalgleichungen die Summe der Bedingungsgleidi- 
ungen wird, 

Jetzt erst ist es an der Zeit, zu dem auf Seite 15 begonneuen 
Beispiele zuriickzukehren, da bereits bekannt ist; wie man zu den 
wahrscheinlichsten oder besten Werthen der Constanten gelangt. 

Da in demselben p und t die Stellen der abhangig resp. unab- 
hangig Veranderlichen (y resp. x) spielen, iiberdies die Pormel 

y = a -\-hx resp. p = a -{- ht 

nur zwei Constante enthalt, so nehmen fiir diesen Fall die Normal- 
gleichungen offenbar folgende Gestalt an: 

resp. I ^'^ '^ 

Sacht man jetzt aus den bekannten Versuchs werthen: 



«, = — 17,8 
li>. = 2,48 



f<2 = + 4,2 
1J, = 5,00 



7, = + 16,3 1^4 = + 20,3 • Grade Celsius 
1)3=7,00 ' \p^=8,00 Atmospharen 

die nachstehenden Zahlenwerthe: 

^iP) = (Pi +P2 +Pi +2^4) = 2,48 + 5,00 + 7,00 + 8,00 = + 22,48 ; 

V(<) = (t, -\-t, + t, + Q = (- 17,8) + (+ 4,2) + (+ 16,3) + (+ 20,3) 

= + 23,00 ; 

y(P ■ = (P, k ^P^h+Pz h + PAh) = 2,48 (- 17,8) + 5 (+ 4,2) + 

+ 7 (+ 16,3) + 8 (+ 20,3) = + 253,356 

yif) = (t,* + 1,' + ^« + 1,') = (- 17,8)^ + (+ 4,2)'' + (+ 16,3)' + 
+ (+ 20,3)' = + 1012,26 

und beriicksichtiget, dass n = 4 Versuchswerthepaare vorliegen,' so 
gehen die allgemeinen Normalgleichungen in folgende specielle iiber: 

4o+ 23,006= 22,480, 
23a + 1012,266 = 253,356 , 
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aus denen sicli die nachstelienden Werthe der ConstanteD ergeben: 

a = 4,809 und h = 0,141 . 

£s lautet daher die empirische Formel: 

jp = 4,809 + 0,141 . t 
imd gibt selbe fGr: 

fi = -17,8, ^2 = + 4,2, ^3 = + 16,3, ^,= + 20,3 

als beziehungsweise zogehdrig: 

1>; = 2,30, W = 5,40, i>,' = 7,10, jp; = 7,67 
statt: 

l>i=2,48, ^,=5,00, p^=1fiO, 2?^ =8,00. 

Es waren demnach die Yersucfaswertbe wahrscbeinlich mit fol- 
genden Feblem behaftet: 

*i = + 0,18, *2 — -0,40, ^3 = — 0,10, *^ = + 0,33, 

wenn angenommen werden konnie, dass die gewahlte Formel den rich- 
tigen Ausdruck fiir das zwischen den Yeranderlichen -bestehende Gesetz 
der Abbangigkeit bilde, oder in anderer Weise ausgedrQckt, dass die 
Yorsiehenden Fehler innerhalb der Grenze liegen, innerhalb welcher 
sicb die den Versucbswerthen anbaftenden unvermeidlichen Fehler nur 
zu bewegen vermogen. 

So lange dies aber niebt bekannt ist, konnen obige Fehler (aus 
bekannten Grunden jedoch mit geandertem Zeichen genommen) als die 
den Bechnungsiverthen, eufolge einer ungeeigneten Wahl der Formdform 
anhaftenden Fehler angesehen werden, weil denn doch vorwiegend der 
Wunsch besteht^ Rechnungswerthe zu erhalten, welche womoglich voU- 
standig mit den sodann strenge genommen als fehlerlos angesehenen 
analogen Versucbswerthen iibereinstimmen. 

Es bedarf wohl kaum einer neuerlichen Erwahnung, dass gerade 
die richtige Formel die Versuchs werthe nicht voUkommen genau zu 
geben vermochte, da sie ja riehtige^ also solche Werthe gibt,* welche 
Yon den Versucbswerthen um die denselben wohl zweifellos anhaftenden 
unYermeidlichen Fehler abweichen. 

Die algebraische Summe obiger Fehler ist: 

s = y^{S) = + 0,18 — 0,40 -- 0,10 + 0,33 = + 0,01 . 

Dass dieselbe nicht genau gleich Null wurde, liegt einfach in dem 
Umstande, dass der Vereinfachung wegen bei den Rechnungen nicht 
sammtliche Decimalen beibehalten wurden. 

Ob nun die schon auf Seite 4 angefuhrte empirische Formel: 

_p = 4,809 + 0,141.^ 

Steinbaaser, empirische Formeln. 3 
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-, 

den AnforderuDgen entspricht, dies hangt von dem Grade der Ge- 
naaigkeit ab, mit welchem die Versuchswerthe bestimmt warden, oder 
von dem etwaigen speciellen Zweck, fflr welchen die Formel abgeleitet 
wird, weil dann dieser wohl sicher den erforderlichen Genauigkeita- 
grad naher bestimmt. 

Nachdem ohne Riicksicht auf die Zeichen die Summe der Fehler: 

s' = 1,01 
ist, und die Summe der Fehlerquadrate: 

q = yj{d^) = 0,0324 + 0,16 + 0,01 + 0,1089 = + 0,31 13 

betragt, so erhalt man hier, nach S. 22, o^^ durchschnittlichen FdUer 
der Versuchswerthe 

J = i|^ = 0,25 Atm., 

hingegen als den bei den einzelnen Versuchswerthen zu beftirchtenden 
oder als den sogenannten mitileren Fehler: 



m 



= 1/S = |4?I - ± 0>39 Atm. 



(weil n = 4 Beobachtungsresultate vorliegen und i =» 2 Constante in 
der Formel erscheinen), — jedoch wieder nur imter der Voraussetzong, 
dass die Form der Formel richtig sei. 

So lange aber nichts darQber bekannt ist, ob diese Voraussetzung 
auch wirklich zulassig erscheint oder nicht, konnen diese Fehler im 
Einklang mit vor kurzem Gesagten (strenge genommen unter der An- 
nahme, dass die Versuchswerthe fehlerlos seien) als die den Meehnungs- 
werthen zufolge ungeeigneter Formelform anhaftenden Fehler angesehen 
werden. 

Man wiirde daher im vorliegenden Falle sagen konnen, die Formel 
gibt beim Vergleich mit den analogen Versuchswerthen die Atmo- 
spharendriicke (als Rechnungswerthe) mit einem durchschniUlichen 
Fehler von 0,25 Atm., oder bei jedem* aus der Formel berechneten 
Werthe kann ein mitUerer Fehler von + 0,39 Atm. befiirchtet werden. 

Wurde man sich mit dem Grade der Genauigkeit zufrieden stellen, 
welchen die in der Besprechung befindliche empirische Formel inner- 
halb des Versuchsbereiches gewahrt, so konnte leicht aus derselben 
beispielsweise folgende Beihe zusammengehoriger Werthe von p und / 
berechnet werden: 

t 20, t 10, ^= — 5, ^ = 0, ^ = + 5, ^«=+10, 

p = 1,99, V = 3,40, p = 4,10, p = 4,81 , p = 5,51 , p = 6,2&, 

^= + 15, ^= + 20« Cels. 
p = 7,22 , p = 8,33 Atm. 



•% 
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Wollte man hingegen eine Reihe zusammengehoriger Werthe 
von p und t aufstellen, in welcher die Atmosphdrendriicke nach einer 
arithmetischen. Beihe fortschritten, so wiirde man vorerst bequemlich* 
keitshalber die Formel fiir t auflosen und dadurth: 

t = ^i^nr^ = - 34,106 + 7,0921. 
erhalten. 

Hieraus aber erhielte man fiir: . 

t^ 19^, t 12,8, t 5,7, ^= + 1,3, ^= + 8,4, 

p =r T f p = 8 Atm. 

t = + 15,5, t = + 22,6^ Cels. 

Za der zuletzt benutzten Formel: 

t = — 34,106 + 7fi92p 
wtlrde man selbstverstandlich auch direct, aber dann unter grosserem 
Aufwand an MUhe, haben gelangen konnen, wenn man yon der Formel: 

t = a + fi'p 
ausgegangen ware und nach der Methode der kleinsten Quadrate aus 
den Versuchswerthen die Gonstanten a und fi berechnet hatte. 

In diesem Falle wfirden die zur Berechnung der Constanten 
dienenden !Normalgleichungen offenbar die Form: 

angenommen haben. 

Hat man, wie dies an dem vorstehenden Beispiele gezeigt wurde, 
f&r einen yorliegenden Fall eine .empirische Formel gefunden, so kann 
die eyentuelle Brauchbarkeit derselben innerhalb des Bereiches der Ver- 
suckswerthe leicht aus dem Vergleich der analogen Yersuchs- und Bech- 
nungswerthe beurthteilt werden. 

Ob die Formel aber auch amserhaJb des Yersuchsumfanges noch 
brauchbare Besultate gibt, und wenn, wie weit, dies zu entscheiden 
ist yorlaufig ganz unmoglich, da wegen Mangel an entsprechenden Yer- 
suchs- als Yergleichswerthen kein Anhaltspunkt besteht. 

Stellt man beispielsweise die Frage, bei welcher Temperatur unter 

dem Drucke einer Atmosphare das Ammoniakgas yerfldssiget werden 

kann, so gibt die zur Beantwortung dieser Frage der Form nach 

geeignetere Formel: 

f= — 34,106 + Ifi^py 

in der dann offenbar p^^\ gesetzt werden muss: 

^=~27,0« Gels., 

3* 
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wahrend directe Versuche eine Temperatur von — 40 Grade Celsius 
ergeben. 

Es zeigt sich daher, dass die Formel, nur wenig ausserhalb des 
Versuchsbereiches, b^eits yollstandig unbrauchbar geworden ist. 

Um nun darUber ins Klare zu kommen^ namlich wenigstens einen 
Begriff dariiber zu bekommen^ ob eine gewisse empirische Formel noch 
ausserhalb des Umfanges der Versuche brauchbar sein dfirfte oder 
nicht, und warum sie ini letzteren Palle unbrauchbar wird, ist es nothig, 
von den hier obwaltenden Verhaltnissen ein iibersichtliches (geome- 
trisches) Bild dadurch .zu entwerfen, dass man in anschaulicher Weise 
die zufolge der Versuchswerthe zwischen den Veranderlichen bestebende 
Beziehung derjenigen gegenilberstellt, welche durch die empirische 
Formel zum Ausdruck gelangt. 

Wie dies geschehen kann, wird das Folgende lehren. 

Es liegen vor die bel^nnten Versuchswerthe: 

^i = -17,8 |^ = + 4,2 |^ = + 16,3 I ^^ = + 20,3 Grade Celsius 
li)i=2,48 '12)3=5,00 Mi>3=7,00 'li>4=8,00 Atmospharen 

und die aus denselben abgeleitete empirische Formel: 

!> = 4,809 + 0,141.^. 

Man tragt nun, wie dies in der sogenannten analytischen Geomeirie 
der Ebene iiblich und in Fig. 1 dargestellt ist, auf einem recht- 

Fig. 1. 




-3^32-Ji^-:it,-^i-fiv/Xf-Q(^t»,'n>;rt*j- t^-to^-^- 0,-14, --% 



+3,+'^+ 6,-t3,+t0,+r;^-Htty*/iyi-t^^»,i'S^ 



t 



y 



winkligen Coordinatensystem, nach beliebig gewahlten gleichen oder ver- 
schiedenen Maassstaben, die bei den einzelnen Versuchen stattgehabten 
Temperaturen (<) auf der Axe der x als Abscissen, sowie die zugehorigen 
Atmospharendriicke (p) in der Richtung djer y-Axe als zu den Abscissen 



w 
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• 

gehorige Ordinaten auf^ um zu jenen Pankten M^, Jf^, M^ und M^ 
za gelangen, deren jeder einzelne fiir sich einem der Yersuche ent- 
spricht, wahrend alle miteinander zur Curve verbunden die zwischen 
den Yeranderlichen (hier also die zwischen dem Drucke p and der 
Temperatur t) zafolge der Yersuchswerthe bestehende Beziehung zum 
sichtbaren Ausdrucke bringen. 

Es entspricht dann der Punkt: 

M^ dem ersten Yersuch, wo t^ = — 17,8 und p^ = 2,48 

Jfj „ zweiten „ „ ^2 = + 4,2 „ p^ = 5,00 

3/3 „ dritten „ „ f 3 = + 16,3 „ p^ = 7,00 

Jtf^ „ vierten „ „ ^4 = + 20,3 „ 21^ = 8,00 ist. 

Die auf die angegebene Art erhaltene Gur^e, welche, nebenbei 
bemerkt^ im vorliegenden Falle Verfliissigungscurve genannt wird, ge- 
stattet nun einerseits, mit der auf graphischem Wege im AUgemeinen^ 
erreichbaren, nicht allzugrossen Genauigkeit^ yorerst innerhalh des 
UmfangeS; fiber den sich die Yersuche erstreckeU; oder anders aus- 
gedriickt; innerhalb des durch die Yersuchswerthe erhaltenen Curven- 
stuckeSy zu beliebigen Temperaturen die zugehorigen Drucke, sowie zu 
beliebigen Driicken die zugehorigen Temperaturen zu finden, anderer- 
s^ aber auch einen Schluss zu ziehen auf die Gestalt, welche sie 
ausserhalb und zunachst ihrer Begrenzungspunkte Mi und Jlf^ an- 
nehmen dtlrfte, da sie mit einiger Sicherheit nach beiden Seiten bin 
noch ein kleines StQck fortgesetzt werden kann^ wie dies in der Figur 
thatsachlich geschah. 

Man wird daher auch in den Stand gesetzt^ d6r Figur annahemd 
richtig zu entnehmen: Paare zusammengehoriger Werthe der Yerander- 
lichen, welche, ausser dem Bereich der Yersuchswerthe liegend, zur 
Prdfung yon analogen Rechnungswerthen, also auch zur Prtlfung der 
Formel ausserhalb des Yersuchsumfanges benutzt werden konnen. 

Um jetzt auch noch zu einem anschaulichen Bilde, namlich der 
geometrischen Bedeutung der empirischen Formel: 

p = 4,809 + 0,141 . t 

zu gelangen, hat man nur zu bedenken, dass nach den Lehren der 
analytischen Geometrie der Ebene einer jeden Gleichung des ersten 
Grades zwischen zwei Yeranderlichen {x und j/), also auch der Gleichung: 

y = a + bx 

immer und ausschliesslich eine Gerade entspricht. 

Da in der obigen empirischen Gleichung mit RUcksicht auf 
Figur 1 die Atmospharendrticke p offenbar den Ordinaten y, die zu- 
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geh5rigeQ Temperaturen t den zu den Ordinaten y resp. p gehorigen 
Abscissen x entsprechen, so unterliegt es wohl keinem Zweifel, dass 
auch die geometrische Bedeutung der angefuhrten empirischen Gleichung 
oder Formel die einer Geraden ist, welche, nebenbei bemerkt, offenbar 
in die Figur eingezeichnet werden kann^ wenn man zuvor zwei Punkte 
derselben bestimmt. 

Am einfachsten ist es bekanntlich; die einer Gleichung ent- 
sprechende Gerade aus jenen zwei Punkten zu construiren, in welchen 
dieselbe die Goordinatepaxen schneidet, da dann die dem einen der 
beiden Punkte zugehbrige Ordinate und die dem anderen zugehorige 
Abscisse gleich Null wird. 

Setzt man daher in der Formel: 

i> = 4,809 + 0,141^ 
vorerst JP = 0, so wird das zugehorige ^ = — qTxi, "^ — ^^'^ ' 
dann ^ = , „ „ „ „ p = 4,8 • • • 

und gelangt man zu zweiy leicht in die Figur eintragbaren (Schnitt) 
Punkten (als BestimmungsstUcke der die empirische Formel anschaulich 
darstellenden Geraden), von welchen der eine: 



Si gegeben durch 



fjp = 

oder kiirzer S, 



' {!:_ 



t = — 34,1 ' [t = 34,1 

auf der a;- Axe, der andere: 



S^ gegeben durch 



oder kUrzer S^ ' 

t =0 ^ 



\t =0 



hingegen auf der y-Axe liegt. 

Da nun nach der Eintragung dieser Geraden in die Figur gleich- 
zeitig zur klaren Anschauung gelangen: durch die Verflussigungscurvej 
die zwischen den Veranderlichen zufolge der Versuchswerthe be- 
stehende — durcfi die Gerade^ die durch die empirische Formel zum 
Ausdruck gebrachte Beziehung, so ergibt sich jetzt deutlich: 

1) Dass sich nothwendig zwischen den analogen Versuchs- und Bech- 
nungswerthen Dififerenzen (d) ergeben mUssen, da die ersteren Werthe als 
Ordinaten der Curve im AUgemeinen nicht mit den letzteren, als den 
analogen Ordinaten der Geraden genau libereinzustimmen vermogen. 

Die Uebereinstimmung der die Werthe der abhangig Verander- 
lichen darstellenden Ordinaten erfolgt nur in den beiden Punkten, in 
denen die Curve von der Geraden geschnitten wird. 

2) Dass die Constanten der empirischen Formel (y = o -|- bx) aus 
den Yersuchswerthen nach der Methode der kleinsten Quadrate offenbar 
in einer Weise bestimmt werden, derzufolge die die empirische Formel 
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darstellende Gerade sich der Curve moglichst anschliesst, oder bestimmter 
ausgedruckt; derzufolge die Gerade die Curve so durchschneidet, dass die 
algebraische Summe der sich zwischen den analogen Ordinaten beider 
Linien ergebenden Differenzen (d) gleich oder nahezu Null wird. 

Der letzte Zusatz ist nothig, weil nach den vorhergegangenen dies- 
bezUglichen Auseinandersetzungen nur die algebraische Summe jener 
(also nicht aller) Differenzen gleich Null wird, welche sich aus deh 
analogen Yersuchs- und Rechnungswerthen ergeben, was Ubrigens 
nicht einmal bei alien, sondern nur gewissen Formeln geschieht, unter 
welch letztere die eben besprochene geh5rt. 

3) Dass durch die Form der Formel (y =« a + ^^) ^^^ bestimmt 
wird, dass die Curve angenahert durch eine Gerade ersetzt werden soil, 
wahrend durch die Berechnung der Constanten tnittelst der Ausgleichs- 
rechnung die Gerade die gUnstigste Lage erhalt. 

4) Dass es durchaus unzulassig ist, die Formel auch ausserhalb 
des Versuchsumfanges zu gebrauchen, da Curve und Gerade alsbald 
sehr wesentlich von einander abzuweichen beginnen. 

Es erklart sich nun auch, warum sich aus der Formel fQr j) = 1, 
^ = — 27,0® Celsius ergaben, wahrend dem VersuCh zufolge zum Drucke 
von Einer Atmosphare eine Temperatur von — 40® Celsius gehort. 

Betrachtet man namlich Fig. 1, so zeigt sich, dass der Punkt der 
Ourve^ dessen Ordinate Einer Atmosphare entspricht, offenbar viel 
weiter links als jener liegt, welcher, der Oeraden angehorend, Eins 
zur Ordinate hat. 

Dem weiter links liegenden Punkte entspricht aber dann auch eine 
gr5ssere Abscisse, d. h. eine numerisch gr5ssere negative Temperatur. 

5) Dass im AUgemeinen eine Gerade nur dann im Stande sein 
wird, die Curve befriedigend zu vertreten, wenn letztere nur wenig 
gekrflmmt ist. Es kann daher eine empirische Formel von der Form 
y = a ••\-bx iiberhaupt nur dort brauchbare Resultate liefern, wo die 
die Beziehung zwischen den Yeranderlichen (y und x) darstellende 
Curve von der Geraden nur wenig verschieden ist. 

6) Dass im AUgemeinen die Gerade um so weniger erfolgreich. die 
Curve zu vertreten im Stande sein wird, je weiter sich diese, also auch 
der Umfang des Yersuchsbereiches nach einer Seite oder nach beiden 
Seiten hin erstreckt 

Reiht man unter die bei der Aufstellung der empirischen Formel 
berQcksichtigten Yersuchswerthepaare noch jenes nachtraglich Erwahnte 

^ — = 40 . 

^ ein, so erhalt man unter theilweiser Benfltzung fruherer 

Bechnungswerthe : 



{ 
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2^^ = + 23,0 -40 = -17, 

da namlich zu der schon fraher gefundenen Temperaturensumme 
(+ 23,0) noch — 40 hinzuzuftlgen ist 
Aus ahnlichem Grunde werden: 

^{p) = 22,48 + 1 = 23,48 
und • 

^(t^) = 1012,26 + (- 40)» = 2612,26 , 

^'Op ■t) = + 253,356 — 1 X 40 == 213,356 . 

Da jetzt die Anzahl der Yersuchswerthepaare n = 5 ist, so gehen 
die allgemeinen ftlr den Torliegenden Pall geltenden Normalgleichungen: 

in die folgenden speciellen fiber: 

23,480= 5a — 17,00&, 
213,356 = - 17a + 2612,26&, 

aus welchen sich nachstehende* Werthe ftir die Constanten ergeben: 

a = 5,086 und ft = + 0,1147 . 

Es resultirt mithin jetzt folgende, sich iiber ein grosseres Tem- 
peraturintervall (— 40 bis + 20,3® C.) erstreckende empirische Formel: 

1) = 5,086 + 0,1147 -6, 
welche fur: 

t, 40, <i = -17,8, <, = + 4,2, ft, = + 16,3, <, = + 20,3 

beziehungsweise: 

J,; = 0,50, i»/ = 3,04, i)/ = 5,57, p: = 6,95, j)/ = 7,40 

statt: 

I>5 = 1,00, J9i = 2,48, i?2 = 5;00, 1)3 = 7,00, i>4 = 8,00 

gibt. 

Eonnte man die Bichtigkeit der Versuchswerthe voraussetzen, so 

hafteten dann den Bechnungswerthen folgende, nur yon der ungeeig- 

neten Formelform herruhrende Fehler an: 

*^ = _0,50, (y, = + 0,56, *2 = + 0,57, ^3 = — 0,05, <J^ = — 0,60, 

deren algebraische Summe: 

S =2(*) = *i + *, + *3 + *4 + *5 = — 0,02 

betragt. 




L Die Aufstellang empirischer Formeln nacb willkurlicher Form. 41 

Es zeigt sich nun auch hier, dass zufolge Anwendang der Aus- 
gleichsrechnung bei der Aufsuchung der Constantenwerthe die der 
empirischen Formel entsprechende Gerade sich dem aus den Versuchs- 
werthen ergebenden^ jetzt misgedehnteren StQck der Beziehungscurve eo 
gut als m5glich anschliesst, also die giinstigste Lage erhdlty da auch 
hier, wie es ja Yorhergehendem zufolge sein muss^ die algebraische 
Summe der Fehler^ das ist der sich zwischen den analogen Ordin9.ten 
der Curve und Geraden ergebenden Diflferenzen, (nahezu) Null (0,02)/ 
wurde. 

Wahrend aber frdher, so lange namlich der fanfteVersuchunberiick- 
sichtigt blieb, also der Umfang des Versuchsbereiches ein Tddnerer war, 
der grosste Fehler 0,40 Atm. betrug, erscheint nun ein solcher von 
0,60 Atm^ was'beweist, dass die Formel jetzt thatsachlieh ganz merk- 
lich ungenauer geworden ist. 

Das Gleiche wird sich ergeben, wenn man wieder den durchschnitU 
lichen und den mittleren Fehler rechnet, wobei es dann im vorliegenden 
Falle ganz gleichgultig ist, ob man diese Fehler als den Versuchs- 
oder den Rechnungswerthen anhaftend denkt. 

Es betragt nun: 

1) der fltirchschniUliche Fehler rf = 0,46 Atm., 
da die numerische Fehlersumme: 

s' = 0,50 + 0,56 + 0,57 + 0,05 + 0,60 = 2,28, und w = 5, also 

d^^ =^ = 0M ist: 

2) der miUlere Fehler m = + ^y^^ Atm., 
da die Summe der Fehlerquadrate: 

q = 0,2500 + 0,3136 + 0,3249 + 0,0025 + 0,3600 = 1,2510, 

n = 5 und A; = 2, also 



m 



-v^.-vm = +ofi' «^ 



Nachdem frUher der durchschnittliche Fehler 0,25 und der mittlere 
4- 0,39 Atm. betrug, so findet man eine voile und direete Bestatigung 
des auf Grund der geometrischen Behandlung des Problems gemachten 
Ausspruches: dass im Allgemeinen eine empirische Formel, welcher 
zufolge ihrer Form {y s=s a -\' bx) eine Gerade entspricht, um so v^eniger 
genaue Besultate zu geben wird vermogen, je grosser der Bereich ist, 
(iber welchen dieselbe sich erstrecken soil. 

Eine empirische Formel von der Form: 

wird demnach durchaus nicht immer zum gewdnschten Ziele fdhren, 
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da selbstverstandlich nur Idngere Stiicke von schwachgekrimmtenf oder 
hurzere Stiicke von starker gekriimmteii Gurven durch Gerade annahemd 
ersetzt werden konnen. 

Will man sich nicht entschliessen, eine ausgedehnte oder eine 
stark gekrQmmte Curve durch mehrere an einander stossende Strecken 
zu ersetzen, v^as oflfenbar der Aufstellung mehrerer solcher einfacher 
empirischer Formeln entspricht, deren Bereiche aneinander scUiessen, 
so muss man zur Wahl einer anderen Formelform schreiten; in welche 
die zwischen den Veranderlichen bestehende Beziehung vielleicht minder 
gewaltsam gezwangt werden kann. 

Vom geometrischen Standpunkte aus heisst dieS; eine von der 6e- 
raden verschiedene Linie, also eine geometrische Curve vtrahlen, welche 
sich der die beziigliche Beziehung darstellenden Curve moglichst anzu- 
schliessen vermag. 

Zum Zwecke des leichteren Aiisdruckes in der Folge moge im 
AUgemeinen die aus den Yersuchswerthen erhaltene Curve^ welche 
demgemass die zwischen den Veranderlichen bestehende Beziehung 
soweit angenahert darstellt, als dies die unvermeidlichen Fehler zu- 
lassen^ welche einerseits den Yersuchswerthen anhaften^ andererseits bei 
der graphischen Darstelluug entstehen, ^^Beziehungscurvef^ genannt werden. 

Da nun nach dem Yorhergegangenen eine sicher besser zum Ziele 
fuhrende, weil mehr Constante enthaltende Formel erhalten wird, wenn 
man zu den in oben behandelter Formel erscheinenden beiden Gliedem 
noch das bekannte dritte hinzufiigt, so moge jetzt gleich auf die 
nahere Besprechung der empirischen Formeln von der Form: 

y = a -j- 6a; + cx^ 

libergegangen werden, in welchen selbstverstandlich wieder a, 6 und c 
Constante bedeuten. Sind nun: 




Xg I x^ 



Xn 



^3 

die Yersuchswerthepaare , aus welchen die * eben angefuhrte Formel 
aufznstellen ist, so hat man, wenn nicht einfach auf die allgemeinen 
Formeln der Ausgleichsrechnung zuriickgegriflfen werden soil, vorerst 
aus den Yersuchswerthepaaren nach der allgemeinen Formel die nach- 
stehenden speciellen Bedingungsgleichungen aufgestellt m denken: 

y^^ = a + bx^ + ca:/, 



Vn '=' a + bXn + CXrT, 
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welche ja eigeBtlich die Werthe der Gonstanten im Sinne der Aus- 
gleichsrechnung bestimmen. 

Urn nun hieraus jene drei Normalgleichungen zu erhalten^ aus 
denen die wahrscheinlichsteu resp. besten Werthe der Constanten ganz 
zweifellos berechnet werden konnen, hat man nur^ wie dies schon 
friiher- ganz allgemein angegeben wurde^ sammtliche dieser Gleichungen^ 
jedesmal zu addiren, nachdem man sie zuvor der Reihe nach multipli- 
cirt hat: 

1.) mit dem jeweiligen Factor von a d. i. bezQglich mit 1, 1, 1, etc. bis 1, 

Z.) „ „ yy „ „ ,y , ,, yy X^y X^ , X^ ^tC, OlS Xn f 

O.J „ yy yy * „ yy C yy yy 7} ^l } ^2 } ^^ CtC. DlSaJfl. 

Es bedarf nun gar nicht der thatsachlichen AusfQhrung der an- 
gegebenen Rechnungsmanipulationen, um erkennen zu konnen, dass 
unter der BenUtzung der bekannten vereinfachten Schreibweise offenbar 
folgende Gleichungen erhalten werden: 

^(y • a;) = a ■2'(^) + ^ -^C^*) + <= -^(^ ' 

ZU denen man wohl unmittelbar hatte gelangen konnen an der Hand 
der allgemeinen Formeln^ welche frtlher abgeleitet worden sind. 

Dass dies nicht geschehen ist^ moge begrtlndet werden mit dem 
Vortheil; welchen die vorstehend angewendete Methode dadurch ge- 
wahrty dass sie leicht merkbar ist und ohne Eenntniss irgend einer 
Formel als eine selbstandige^ yon Jedermann mechanisch ausfuhrbare 
Rechnungsmanipulation zum Ziele fuhrt. 

Berechnet man jetzt aus den Versuchswerthen, so wie dies schon 
friiher in ahnlicher Weise geschah, die Werthe der in den Normal- 
gleichungen erscheinenden Symbole: 

^(y), ^(x), ^{^), ^(a^), ^{a^), ^(y • x), 

endlich "^(y • x^) und setzt selbe in die drei Normalgleichungen ein, 

so sind diese sodann nur mehr als gewohnliche Zahlengleichungen des 
ersten Grades mit drei Unbekannten (a, h und c) aufzulosen^ um zu 
den besten Werthen der Constanten und durch diese zur gewunschten 
empirischen Formel zu gelangen. 

Ob dieselbe entspricht, dies wird sich wieder aus dem Vergleich 
der Yersuchswerthe mit den analogen aus der Formel berechneten 
Werthen 'ergeben. 



44 1. Die Aufatellung empirischer Forraeln nach willkilrliclier Form, 

Es folgt jetzt die Aufstellung einer empirischen Pormel von der 
Form: 

y = a -\- bx -{- cx^ resp. p ^^^ a -\- ht -{- cfi 

aus den bekannten Versuchswerthen: 



\p,= 2,48 jp,= 5,00 
^i = -17,8' U, = + 4,2 ' 



>3= 7,00 {p^= 8,00 Atm., 

t^ = + 16,3 ' M4 == + 20,3 GradCels. 

zunachst um die Wirkung zu zeigen, welche die HinzufSgung des 
dritten Gliedes der Formel zur Folge hat. 

Hierbei werden sich aber noch liberdies ergebeii: ein Ueberblick 
liber den Umfang der Rechnungsmanipulationen, welche die Aufstel- 
lung einer solchen dreigliedrigen Formel erfordert, sowie die Art und 
Weise, wie der Uebergang von der zwei- auf die dreigliedrige Formel 
unter moglichster Beniitzung schon aufgesuchter Rechnungswerthe be- 
werkstelligt werden kann. 

Es nehmen hier die Normalgleichungen folgende Form an: 

2(p) =n-a +h .^{t) + c .^(t') , 

Da nun von friiher her bekannt sind die Werthe: 
2(*)=23,0, 2(0 = 1012,26, 2'(l')=22,48, ^(p. <) = 253,356 

und liberdies n = 4 ist, so sind neu zu berechnen: 
yj(l») = 7133,77, V(<*) == 341161,2374, y^(p ■ <») = 6031,9132 

und gehen die allgemeinen Normalgleichungen in folgende specielle Qber: 

22,4800= 4,00 a + 23,006+ 1012,2600 c, 

253,3560 = 23,00 a + 1012,26 b + 7133,7700 c, 

6031,9132 == 1012,46a + 7133,776 + 341161,2374c. 

Aus denselben werden: 

a = + 4,3586, 6 = + 0,1383 und c = + 0,001842. 

Die empirische Formel lautet demnach: 

p = 4,3586 + 0,1383 •< + 0,001842 • t" 
und gibt fSr: 

f, = - 17,8, <8 = + 4,2, f, = + 16,3, <4 = + 20,3<» Cels. 

beziehungs weise: 

jj,'= 2,48, i)j'= 4,97, Ps== 7,10, p^ = 7,93 statt: 

p^ = 2,48, p^ = 5,00, Ps = 7,00, p^ = 8,00! 
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Es erscheinen demnach uuter der Yoraussetzung, dass die Yer- 
Buchswerthe richtig seien, die Rechnungswerthe beztiglich mit nach- 
folgenden Fehlem behaftet: 

d^ = 0,00, *2 = — 0,03, *3 = + 0,10, *4 = - 0,06, 

deren algebraische Summe: 

s = y^{S) = 0,00 — 0,03 + 0,10 — 0,06 = + 0,01 betragt. 

Einer Erwahnung ddrfte es wohl kaum bediirfen, dass auch hier, 
wie im vorhergegangenen Beispiel, die algebraische Summe der Fehler 
deshalb nicht genau Null wird, was ja sein sollte, weil bei den Bech- 
nnngen nicht alle sich ergebenden Decimalen berucksichtigt wurden. 

Die einzelnen Fehler fiir sich sind entschieden kleiner geworden, 
was natiirlich auf Rechnung der nun dreigliedrigen Formel zu setzen 
ist. Bestimmter wird sich dies ausdriicken, wenn man aach hier den 
dnrchschnittlichen und den mittleren Fehler berechnet. Es betragt nun: 

1) der durchschnittliche Fehler d = 0,05 Atm., 
da die numerische Summe der Fehler: 

5' = 0,00 + 0,03 4- 0,10 + 0,06 = 0,19 
und n =» 4, also 

^ = il = 2^ = 0,05 ist. 

2) Der miUUre Fehler m = + 0,08 Atm., 
da die Summe der Fehlerquadrate: 

q = 0,0000 + 0,0009 + 0,0100 + 0,0036 = 0,0145, 

n = 4, und 4 = 2 also: 



m 



- l/,-I^ - l/^S _ + 0,08 i.t. 



Dass die dreigliedrige Formel schon so befriedigende Resultate 
zu geben vermag, dies konnte aus dem Grunde erwartet werden, weil nur 
Tier Yersuchswerthepaare gegeben sind, und durch eine yiergliedrige 
Formel, welche dann vier Constante enthielte, bereits alle vier Yer- 
sachswerthe voUkommen genau wiedergegeben werden konnten. 

BezUglich der Gonstanten der Formel: 

y = a -\- bx -{- CO? 

ist noch zu erwahnen, dass jede derselben mit einer gewissen AnzcM 
von Decimalen angegeben werden soil, welche yon dem grossten numeri- 
schen Werthe der Yeranderlichen x abhangig ist, der in die Formel 
eingesetzt werden durfte. 

Wtlrde beispielsweise der in die Formel einzusetzende grosste 
numerische Werth Hundert betragen, so miisste offenbar die Constante b 
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um zwei, die Constante c hingegen um vier Decimalen mehr bekommen 

wie Uy damit nach der Multiplication dieser Gonstanten mit x-^^ 100 

beziehungsweise a^ = 10000, die zu addirenden drei Glieder eine gleiche 

Anzahl yon Decimalen erhalten. 

Eine aus vorliegenden Versuchswerthen abgeleitete, fiir y auf- 

geloste Formel: 

y =z a -\- bx -\- cx^ 

erscheint zufolge ihrer Form vorwiegend nur geeignet zur Berechnung 
der zu den verschiedenen Werthen von x gehorigen Werthe von y. 

SoUten aber in Bezug auf den vorliegenden Fall umgekehrt die 
zu den verschiedenen Werthen der y gehorigen Werthe von x mog- 
lichst bequem berechnet werden konnen^ so bedurfte man offenbar 
einer Formel von der Form: 

x = a + Py + yy\ 

in der a, /5 und y von a beziehungsweise b und c verschiedene Con- 
stante bedeuten. 

Es entsteht nun die Frage, ob man die noch unbekannten Gon- 
stanten (a, fi, y) der zweiten Formel aus jenen als bekannt anzusehenden 
(a, bj c) der ersten Formel ableiten kann, mit anderen Worten^ ob man 
die erste Formel in die zweite einfach umzuformen vermag. Setzt man 
den Werth von x aus der zweiten in die erste Formel ein, so wird: 

y=a+6(a + /3t/ + yy^) + c {a + fiy + yyf, 

und nach der Entwickluug der Producte und dem Ordnen der Glieder 
nach yi 

y = (a + 6a + ca^) + (fe /3 + 2ca/3) y + (&y + 2cay + c/5^) y^ + 

+ 2c^yf + cfyK 

Da aber nach dem Satze der unbestimmten Coefficienten eine be- 
stimmte Funktion z. B. f{y) nur auf eine Art in eine nach den auf- 
einanderfolgenden Potenzen der Veranderlichen (y) fortschreitende Reihe 
entwickelt werden kann^ so vermag die vorstehende Gleichung nur zu 
besteheU; wenn sie in y = y tlbergeht, was offenbar: 

1) (a + ba + ca^) =0, 

2) (6/5 + 2ca/3) =1, 

3) (6y + 2cay + c/3«) = 0, 

4) 2c^y = 0, 

5) cy^ = 

bedingt. 

Man ist daher zu einer Reihe von Gleichungen gelangt, welche 
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jene Bedingungen ausdriicken, die von den aus a, h und c zu berech- 
nenden Constanten a^ § und y erfullt werden miissen, wenn die Formel : 

^ = « + /3y + yy^ 

mit der Formel: 

y «B a + 6a; + cx^ 
soil identisch sein. 

Da nun die Gleichung 5) nur bestehen kann, wenn ;/ <=» ist^ 

dies aber zur Folge hat, dass nach Gleichung 3) c/5* «= 0, also /3 =» 0, 

mitliin (6/5 + 2ca/3) = und nicht gleich 1 wird, wie es Gleichung 2) 

yerlangt^ so driicken die yorstehenden Gleichungen einander wider- 

sprechende, daher von den Constanten a, ^ und y nicht gleichzeitig 

zu erfiillende Bedingungen aus, was beweist, dass die formel: 

y = a + 6a; + cx^ 

nicht in eine identische von der Form: 

a; = a + /3y + yy2 

umgewandelt werden kann. 

Um schliesslich doch zu einer Formel zu gelangen, aus welcher 
verhaltnissmassig bequem die zu den verschiedenen Werthen von y 
gehdrigen Werthe von x berechnet werden konnen, brauchte man nur 
enttaeder die Gleichung: y = a + 6a; + cx^ fiir x aufzulosen, was: 

« = 2, t- ^ ± y^" - 4c (a - y)] 

and Anlass zu Er5rterungen fiber das Zeichen gabe, oder direct eine 
empirische Formel nach der Form: 

a; «= a + /Jy + yy« 

anfzustellen, was in bereits bekannter Weise zu geschehen hatte. Um 
dies Qbrigens wieder an einem speciellen Beispiele nachzuweisen, mogen 
djp bekannten ftinf Yersuchswerthepaare : 



2>3 = 5,00 
^3 = + 4,2 ^ 



Pi - 1 jl>2 = 2,48 
t, 40' \t, 17,8' 

p^ = 7,00 (p^ = 8,00 Atm. 

t^ = + 16,3' 1 ^6 = + 20,3« Cels. 

der folgenden Berechnung zu Grunde gelegt werden. 

Ware vorerst eine zur Berechnung der Atmospharendnicke p brauch- 

bare Formel: 

pt=^ a + lt-\- cfi 

aufzustellen, so ergaben sich aus den bekannten allgemeinen Normal- 
gleichungen: 
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^(j?) ^ n.a +6 .^'^0 + c .^(t% 

^(P •<*) = « -^(i') + i -^(.^ + c '^{f), 

weil jetzt zufolge der Versuchawerthe sowie schon theilweise vorher- 
gegangener Berechnungen: 

yj(t) 17, V(<«) =x 2612,26, yj(f) = - 56866,23, 

V(<*) = 2901161,273, yj(p) = 23,48, V(|) • t) = 213,356, 

2'(l)-^) = 7631,9132, « = 5 

sind, die naclisteheiidBii speciellen Normalgleichungen: 

23,4800= 5,00 a- 17,006+ 2612,260 c, 

213,3560^ 17,00o+ 2612,266— 56866,230 c, 

7631,9132 = 2612,26 a — 56866,235 + 2901161,237 c, 
und aus diesen die Constanten, wie folgt: 

o = + 4,439, 6 = + 0,1412, c= + 0,001411. 

Die empirische Formel lautet daher, wie folgt: 

p = 4,439 + 0,1412 . t + 0,001411 • fi, 
und gibt ftlr: 

t, = - 40, t, = - 17,8, /, == + 4,2, t^== + 16,3, «, -= + 20,3 

als zugehorig: 

j>/=l,05, !>;= 2,37, 1)3'= 5,03, !>;= 7,11, ft'= 7,89 

statt: 

Pi = 1,00, p,= 2,48, p,^ 5,00, p,= 7,00, p,= 8,00, 

so dass unter der Yoraussetzung der Richtigkeit der Yersuchswertlie 
die Bechnungswerthe mit folgenden Fehlern behaftet erscheinen: 

*i = + 0,05, (J2 = -0,ll, tf3 = + 0,03, <y, = + o,ii, d, = -0,ll, 

deren algebraische Summe: 

s = y^iS) = + 0,05 - 0,11 + 0,03 + 0,11 - 0,11 = — 0,03 

betragt. 

Vergleicht.man die Fehler mit jenen, welche friiher erhalten wurden 
bei der Benfttzung jener gleichfalls dreigliedrigen Formel, bei deren Auf- 

fl> = 1 
stellung der nachtraglich angegebeue Yersuchswerth | Doch 

nicht beriicksichtigt ward, so zeigt sich wieder, dass dieselben grosser 
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geworden sind, well der Bereich, iiber den sich nun die Formel erstreckt, 
nicht unwesentlich erweitert worden ist. 

Will man aber fur den vorliegenden Fall eine zur Berechnung 
der Temperaturen t branchbare Formel: 

t:=^a + fip + yp^ 

aufstellen^ so nehmen die allgemeinen Normalgleichungen oJQfenbar fol- 
gende Form an: 

^(t.p) = a .^ip) + ^ .^jip') + y -^(p'), 

^(t-p*) = a .^(p>) + fi .^jip') + Y -^is') 
und gehen^ weil 

2'(J') = 23,48, ^(i)*) = 145,1504, ^(pS) = 996,253, 

2'0*) = 7160,8274, 2'(0 = -17, ^'C* • 1>) = 213,356, 
y'(« •!>*) = 2053,4229 und « = 5 

sind, in die uachstehenden speciellen Normalgleichungen uber: 
— 17,0000= 5,0000 a 4- 23,4800 /J + 145,1504 y, 
+ 213,3560= 23,4800 « + 145,1504 /J + 996,2530 y, 
+ 2053,4229 = 145,1504 a + 996,2530/3 + 7160,8274 y, 

aus welchen sich folgende Werthe der Gonstanten ergeben: 
a 54,61, /J = +16,367, y 6,8835. 

Es lautet daher die empirische Formel: 

t 54,61 + 16,367 p - 0,8835 -p^ 

und werden aus derselben fQr: 

ft= 1, !>«= 2,48, !>,= 5,00, !>,= 7,00, p^== 8,00 

als zugehorig: 

<,' 39,13, «,'=— 19,45, t,'= + 5,14, ^,'=+16,67, ^5'=+ 19,78 

statt: 

t^ 40, <8 17,80, <j = + 4,20, t^ 1-16,30, <6=+20,30. 

Unter der Yoraussetzung der Bichtigkeit der Versuchsteerthe haften 
somit den Rechnungswerthen folgende Fehler an: 

d,=+0,87, <y, 1,65, (J3 = + 0,94, d4 = + 0,37, d6=-0,52, 

deren algebraische Summe: 

s =^((J) = + 0,87 - 1,65 + 0,94 + 0,37 - 0,52 = + 0,01 

Steinhauser^ empirische Formeln. 4 
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betragt. Man ist daher fiir einen und denselben Fall za zwei der Haupt- 
sache nach gleichgeformten empirischen Formeln: 

p = + 4,439 + 0,1412 . t + 0,00141 • fi 
und t= - 54,61 + 16,367 p — 0,8835 p^ 

gelangt, welcbe dem Yorhergehenden zufolge nicbt eine und dieselbe 
Gleichung unter verschiedenen Formen, sondern ^wei wesentlich ver- 
scbiedene Gleichungen darstellen. 

Es ist jetzt leicht^ fOr diesen Ausspruch noch eine directe Be- 
statigung zu finden. 

Berechnet man namlich aus beiden Formeln fOr eine und dieselbe 
Temperatur den zugehorigen Druck, so werden, ob nun diese Tempe- 
ratur innerhalb oder ausserhalb des Umfanges der Versuchsreihe liegt, 
offenbar zwei vollstandig libereinstimmende Resultate erhalten werden 
miissen, sobald die beiden Formeln eine und dieselbe Beziehung, wenn 
aucb unter verschiedenen Formen darstellen. 

Wie man wohl leicht einsieht, wird diese Berechnung am ein- 
fachsten fur die Temperatur von — 54,61 Graden Celsius. 

Da nun aus: 

p = 4,439 + 0,1412 . t + 0,00141 • t\ fur ^ = — 54,61, p = + 0,93 
und aus der in Bezug auf p quadratischen Gleichung: 

if«= — 54,61 + 16,367 .p — 0,8835.jpS fiir ^ =- 54,61, i? = f"*"? ' 

\ und 0,00 
« 

wird, so ergibt sich vorlaufig aueh ohne eine Erorterung der Frage, 
welcher der beiden Werthe im zweiten Falle beizubehalten ware, die 
wesentliche Verschiedenheit der durch beide Formeln ausgedruckten 
Beziehiingen. 

Es wird spater sehr anschaulich gezeigt werden, dass und warum 
beide Formeln innerhalb des Yersuchsumfanges nahezu iibereinstim- 
mende, ausserhalb desselben aber verschiedene Resultate geben. 

Nachdem das Problem der Aufstellung einer dreigliedrigen empiri- 
schen Formel von der Form: 

y = a 4- 6a; + ca? 

vom algebraischen Standpunkte aus geniigend ausfiihrlich erortert worden 
ist, wird es Zeit, auf die Bebandlung desselben Problems vom geome- 
trischen Standpunkte iiberzugehen, um einerseits den ganzen Vorgang 
wieder durch eine graphische Darstellung moglichst anschaulich zq 
machen, andererseits zu gewissen neuen und fiir die Folge werthvoUen 
Ergebnissen zu gelangen. 

Entsprechend dem schon bei der zweigliedrigen Formel beobach- 
teten Vorgange wird vor Allem die geometrische Bedeutung der vor- 
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Fig. 8. 



stehenden dreigliedrigen Formel, als einer zwischen den beiden Yer- 
anderlichen (x und y) bestehenden Gleichung des zweiten Grades aus- 
zaforschen sein. 

Da aber nach den Lehren der analytischen Geometrie der Ebene 
einer jeden, also auch der obigen Gleichung des zweiten Grades zwischen 
zwei Veranderlichen ausschliesslich nur die Bedeutung einer Kegel- 
schnittdinie beigelegt werden kann^ so bleibt der Hauptsache nach nur 
mehr ausfindig zu machen ubrig^ welche besotidere Gattung der Eegel- 
schnittslinie der beziiglichen Formel entspricht. 

Ist dies geschehen^ so gewahrt es noch Nutzen die Lage zu er- 
forschen^ welche der der Formel entsprechende Eegelschnitt im Coor- 
dinatensysteme einnimmt^ da dann in den vorkommenden speciellen 
Fallen auch die Lage desselben gegen&ber der im Coordinatensystem 
eingezeichneten Beziehungscurve leicht beurtheilt zu werden vermag. 

Ist yi = a + hx^ + cxj* die empi- 
rische Formel, deren nahere geometri- 
sche Bedeutung erforscht werden soil, 
und 1 0^1 in Fig. 2 das Coordinaten- 
system, auf welches sich die Formel ak 
Gleichung des fraglichen Eegelschnittes 
bezieht, so andert letzterer selbstver- 
standlich seine Form nicht, wenn man ^ 
(vorQbergehend) auf ein anderes System 
IIO^II fibergeht, dessen Axen den ana- 
logen des ersteren parallel liegen mogen. 

Sind m und n die Coordinaten vom Ursprunge 0^ des neuen 
Systems, aufs alte bezogen, sowie x^ und y^, dann x^ und y^ die 
Cordinaten eines und desselben Curvenpunktes M bezuglich im alten 
und neuen System, so bestehen zwischen diesen Coordinaten nach- 
stehende, aus der Figur sehr leicht entnehmbare Beziehungen: 

yi = w + y^ und a;i = m + x^^ 

denen zufolge durch Substitution die Gleichung: 

yi = ^ + ft^i + <^^i 

in: (w + yg) = « + 6 (w + ^2) + c (w + x^^ 

Qbergeht. 

Die derart entstandene Gleichung ist nun offenbar nichts anderes, 
als die aufs neue System bezogene Gleichung des fraglichen Eegel- 
schnittes, da sie ja die Beziehung ausdruckt, welche zwischen den zu- 
sammengehorigen Coordinaten der Curvenpunkte in diesem Systeme 
besteht. 

4* 
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Fiihrt man , um nach x ordnen zu konnen^ die in der Gleichung 
angezeigten Operationen aus, so geht selbe nach Weglassung der nun 
iiberfliissig gewordenen Zeiger iiber in: 

y =- (a 4" ^^ + cm* — n) + (6 + 2cm) x + cx^ 

und kann wesentlich vereinfacht werden, wenn die Wahl des zweiten 
Systems zweckmassig getroffen wird. 

Legt man den Ursprung 0^ namlich sO; dass 

(a + &*» + oni? — n) = und (6 + 2cm) = 
werden, was geschieht wenn m und n die nachstehenden Werthe: 

m^=^ — ^ und w = a — - 

annehmen, so geht die Gleichung oiOfenbar liber in: 

y^ca? Oder a?^\.y, 

was nach den Lehren der analytischen Geometric einer Parabd ent- 

sjgricht^ derm Parameter — ist, deren Scheitd im Ursprunge 0^ liegtj 

deren Axe endlich der Ordinaten- oder y-Axe parallel Iduft. 

Diese Parabel ist nach auf- oder abwdrts gekehrt^ jenachdem der 

Parameter — , also auch die Gonstante c der Formel, bezuglich einen 

positwen oder negativen Werth besitzt, weil die Gleichung: 



x^ = — y oder a; = + 1/ — y 



offenbar nur bei gleichen Zeichen von c und y mogliche Werthe von x 
gestattet. 

Es sind daher bei positivem Werthe von c nur moglich positive 
Ordinaten, resp. Werthe von y, bei negativem Werthe yon c nur moglich 
negative Ordinaten resp. Werthe von y, Bei ausschliesslich positiven 
Werthen der Ordinaten ist die Clirve aber selbstverstandlich nach auf- 
wdrts, bei ausschliesslich negativen hingegen nach abwdrts gewendet 

Bringt man die soeben gewonnenen Erkenntnisse mit schon 6e- 
sagtem in Verbindung^ namlich damit, dass vom geometrischen Stand- 
punkte aus die Aufstellung einer empirischen Formel von der Form: 

y = a + &^ + ex* 

den Zweck hat, eine Curve ausfindig zu machen, welche sich besser 
wie die Gerade der Beziehungscurve anzuschliessen vermag, so ergibt 
sich, dass die der Beziehungscurve substituirte Krumme nicht allein 
eine Parabel ist, welche die bereits angefiihrten Eigenschaften besitzt^ 
sondern noch derart beschaffen sein soil, dass irgend ein begrenztes 
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St^ck derselben mit dem aus den Versuchswerthen construirten be- 
grenzten StGck der Beziehungscurve nahezu zusammenzufallen vermag. 

UiQ sich dardber ein Urtheil bilden zu konnen^ iuwieweit dies 
nun moglicb sein diirfte^ moge man bedenken^ dass in der empirischen 
Formel y = a + fta? + ca?* nur drei Gonstante erscheinen, mithin zur 
zweifellosen Bestimmung derselben nicht mehr und nicbt weniger als 
drei BedinguDgsgleichuDgen gehoren. 

Da nach dem Friiheren jedem Paare zusammeDgehoriger Versuchs- 
wertlie (wie z. B. x^ und y^) ein Punkt {M^) der Beziehungscurve sowie 
eine Bedingungsgleichung (yi==a+&a;i+ca;i*) zwischen den Gonstanten 
entspricht; so folgt vorerst^ dass umgekehrt auch nicht mehr und nicht 
weniger als drei Paare von Versuchswerthen vorhanden sein dfirfen, 
wenn die Gonstanten der Formel zweifellos soUen bestimmt werden 
konnen. 

Nachdem aber nur dann die die Beziehungscurve vertretende und 
durch die Gleichung: y = a -\- bx -{- ca^ dargestellte Parabel ganz 
zweifellos bestimmt ist^ wenn dies die in derselben erscheinenden Gon- 
stanten sind, so folgt weiter^ dass auch zur zweifellosen Bestimmung 
dieser Parabel nicht mehr und nicht weniger als drei Versuchswerthe- 
paare erforderlich sind; welchen nebenbei bemerkt^ wie frflher gezeigt 
wurde, ebensoviele bestimmte Punkte der Beziehungscurve entsprechen. 

Da endlich die Formel, sofern ihre Gonstanten nur aus drei Ver- 
suchswerthepaaren berechnet worden sind, die in den letzteren erschei- 
nenden Werthe der abhangig Yeranderlichen (y) bekanntlich ganz fehler- 
los gibt^ so wird auch analog die der Formel entsprechende Parabel 
genau durch die den drei Yersuchswerthepaaren entsprechenden Punkte 
gehen milssen, weil sonst nicht, wie es ja offenbar sein soil, die Er- 
gebnisse der graphischen Darstellung mit denen der Rechnung iiberein- 
stimmen wiirden. 

Man ist daher zu folgendem Ausspruch berechtigt: 

Eine durch die Gleichung y = a + &a; + cx^ dargestellte Parabel 
ist im Allgemeinen durch drei willkilrlich gewahlte Punkte bestimmt, 
oder mit anderen Worten, sie vermag im Allgemeinen nur durch drei 
willkiirlich gewahlte Punkte zu gehen. 

Waren jetzt aber mehr als drei Yersuchswerthepaare gegeben, 
etwa n, welchen dann n Bedingungsgleichungen fiir dic^ drei Gonstanten, 
BOwie n bestimmte Punkte der Beziehungscurve entsprechen, so ver- 
mag ebensowenig die empirische Formel alle n Yersuchswerthe genau 
wiederzugeben, als die Parabel gleichzeitig durch alle n Punkte zu 
gehen vermag. 

Es weichen dann die Rechnungswerthe von den analogen Yer- 
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suchswerthen ebenso ab, wie die Ordinaten der Parabel von den ana- 
logen der Beziehungscarve. 

Gerade so wie fiir einen und denselben Fall, aus den in uber- 
scbiissiger Anzahl vorhandenen Bedingungsgleiehungen, je nach der Art 
und Weise ihrerVerbindung verscbiedene gleichzeitige Werthe fflr die Con-* 
stanten, also auch verschiedene speeielle^ mehr weniger zufriedenstellende 
empirische Formeln (von der Form y = a -^ bx -^ coi?)' erhalten werden 
konnen, so werden auch diesen entsprecbend verschiedene specielle 
Parabeln (deren allgemeiiie Gleichung y = a + ^^ + ^^ ^s*) aufgefon- 
den werden konnen, welche die Beziehungscurve zu ersetzen mehr 
weniger geeignet sind. 

Nachdem, wie bereits bekannt, von alien diesen verschiedenen 
speciellen Forpaeln jene die beste ist, deren Gonstante nach der Methode 
der kleinsten Quadrate berechnet wurden, so ist auch ohne Zweifel die 
dieser Formel entsprechende specielle Parabel die beste, namlich die 
zum Ersatz fUr die Beziehungscurve geeignetste von jenen, welche nach 
dem Obigen aufgefunden werden konnen. 

Sieht man, was ja vollkommen gerechtfertigt ist, die Abweichungen 
der Ordinaten jener Punkte der Beziehungscurve, welche den Versuchs- 
werthepaaren entsprechen, von den analogen Ordinaten der stellvertre- 
tenden Parabel, als die den ersteren oder moglicherweise auch den 
letzteren anhaffcenden (Ordinaten-) Fehler, mi thin auch als die graphische 
Darstellung von den den Versuchs- resp. Rechnungswerthen anhaftenden 
Fehlern an, so kann der auf Seite 20 ausgesprochene Satz in Beziehimg 
auf das Vorstehende in folgende Form gebracht werden: 

Die Ausgleichsrechnung lehrt auch (uHter Anderem) als Ersatz 
fur die Beziehungscurve, jene specielle (in der allgemeinen Gleichung 
y=a + hx-^-ca? enthaltene) Parabel finden, bei welcher bezuglich der Lange 
einerseits die Summe der Ordinatenfehler moglichst klein wird, andererseits 
die einzelnen Ordinatenfehler untereinander moglichst gleich werden. 

Vorhergehendem zufolge wird im vorliegenden Falle die algebraische 
Summe der DiflFerenzen resp. Fehler, welche der Vergleich zwischen den 
analogen Versuchs- und Rechnungswerthen gibt, gleich Null. 

Es bedarf wohl keiner weiteren Begriindung, dass nun das Gleiche 
von der analogen Summe der OrdincUenfehler behauptet werden kann. 
Die Folge wird lehren, dass es von Nutzen ist, die naheren Beziehungen 
kennen zu lemen, welche zwischen den Constanten (a, b und c) der 
empirischen Formel (y=a-t-6a;-t-Cic*) und der derselben entsprechenden 
allgemeinen ParabeL bestehen. Dieselben werden jetzt aufgesuchi 

Von den in der allgemeinen Gleichung: y = a -^- 6a; -|- ca^ eigent- 
lich eingeschlossenen unendlich vielen speciellen Parabeln ist bereits 
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bekannt^ dass sie sammtlich eine zur Ordinaten- oder y-Axe parallel 

liegende Axe besitzen, — zum Parameter haben^ sowie nach auf- oder 

c 

abwarts gewendet sind, je nachdem der Parameter also auch die Con- 
stante c beziehimgsweise einen positiven oder negativeu Werth besitzt. 
Weiters ist die jeweilige Lage des Scheitels Og durch seine all- 
gemeinen GoordiDaten m und n bestimmt, fiir welche bereits die nach- 
stehenden Werthe: 



Oi 



b 

t» = — zr— « 



gefunden worden sind. 

WoUte man jetzt ganz unmittelbar aus den ^ecieUen Werthen der 
Constanten irgend einer vorliegenden speciellen empirischen Formel von 
der Form y «= a + ^^ + ^^ nahere Schliisse ziehen auf die derselben 
entsprechende specielle Parabel, so konnte man bereits entnehmen: 

1) Atis dem Zahlenwerthe u/nd Zeichen der Constanten a, wo die 
Ordinatenaxe von der Parabel geschnitten wird, da aus y = a + &a; + ^^^ 
far rr = allsogleich y ^=^ a folgt. Die Parabel schneidet daher die 
Ordinatenaxe ubeTy in oder unter dem Ursprung, jenachdem a beziehungs- 
weise positiv, Null oder negativ ist. 

2) Aus dem Zeichen der Constanten c die Seite^ nach welcher die 
Parabel gekebrt ist. Es wurde namlich scbon gezeigt, dass die Parabel 
bei positivem Werthe von c nach auftmrts^ bei negativem nach ab- 
warts gewendet erscheint. 

3) Aus dem Zahlenwerthe der Constanten c die Grosse des Para- 
meters (— ) , welche ihrerseits einen Schluss auf die Gestalt der Para- 
bel gestattet. 

Da namlich alle Parabeln mit u/nendlich Jcleinem Parameter der 
Gestalt nach einem Nulltvinkel gleichen^ dessen Scheitel dem Parabel- 
scheitel und dessen aufeinanderliegende Schenkel den (in diesem Falle 
geradlinigen) Parabelschenkeln entsprechen ~ weiter alle Parabeln mit 
unendlich grossen Parametern einem geraden oder gestreckten Winkel 
gleichen^ dessen Scheitel dem Parabelscheitel und dessen^ nach gerade 
entgegengesetzten Seiten laufende Schenkel den (auch in diesem Falle 
geradlinigen) Parabelschenkeln entsprechen, — so liegen im AUgemeinen 
alle jene Formen, deren die Parabel liberhaupt fahig ist, zwischen den 
beiden eben besprochenen geradlinigen Extremformen. Es ist nun 
ohne Zweifel die Eriimmung im Scheitel der Parabel im ersteren Fall 
unendlich grosSy im letzteren unendlich hieing so dass in Bezug auf selbe 
zwischen stark und schwach gekrtimmten oder^ wenn man sich diese 
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Fig. 8. 

/ 



JL 



Ausdrucksweise gestattet, zwischen krummen und fiachen Parabeln 

uDterschieden werden kann. 

Es ist jetzt offenbar folgende Schlussfolgerung zulassig: 

Je grosser oder kleiner c ist, desto kleiner resp. grosser wird der 

Parabelparameter — , folglich desto grosser resp. kleiner die Kriim- 

mung der Parabel im Scheitel. 

Die Parabel ist daher urn so fiacher, je kleiner c ist. 
4) Au8 den Zahlenwerthen und Zeichen sammtlicher Constanien a, h 

und c den Ort, an dem sich der Parabel- 

scheitel befindet. Beziffert man die ein- 

zelnen Quadranten des Systemes 1 0^1 in 

Figur 3; wie sie entgegen dem Laufe des 

Uhrzeigers aufeinander folgen, mit 1, 2^ 3 

und 4, so befindet sich der Scheitel O^ 

der Parabel offenbar im: 

ersten Quadranten , wenn seine Abscisse m 

positiv und seine Ordinate n positiv ist^ 

fsweiten Quadranten, wenn seine Abscisse m 

negativ und seine Ordinate n positiv ist, 

dritten Quadranten, wenn seine Abscisse m 

negativ und seine Ordinate n negativ ist, 

vierten Quadranten, wenn seine Abscisse m 

positiv und seine Ordinate n negativ ist 

Nach dem nun m = — zr- ist, so kann nur dann: 



jsr- 



-^, 



'1 



-7/1 



-/e< 



-6i 



JOT 



+ 71 



z 



""a 



jr 



Zeichen besitzen. 



m positiv werden, wenn b und c verschiedene 

m negativ werden, wenn b und c gleiche 

Dieses Ergebniss moge zu femerem Gebrauche in folgender Qber- 
sichtlicher Form dargestellt werden: 

(v|- m), wenn [+ 6, — c] oder [ — 6, -f- c] 
(— w), wenn [+ 6, + c] oder [— 6, — c], 

Nachdem femer n = a — t- ist, so kann nur dann: 

n positiv werden: 
1.) wenn c allein negativ ist, 
2.) „ b und c allein negativ sind. 



i 



?> 



3.) 

4.) „ 



O 

b allein negativ und liberdies a>— ist, 

a und c allein negativ sind und dberdies a <C - ist, 

4c 
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5.) wenn a, b und c negatiy sind und Hberdies (i<ij- i®*> 



4c 
6» 



6.) ,, a, b und c positiv sind und iiberdies a > j- ist; 

4 C 

n ner/a^'t; werden: 
1.) wenn a allein negatiy ist^ 
2.) „ a und b allein negatiy sind, 



3.) 

4.) 
5.) 

6.) 



}7 

n 
n 

7} 



b allein negatiy und uberdies a < j- ist, 

a und c allein negatiy sind und a > — ist, 

a, 6 und c negatiy sind und a > — ist, 

6« 



;; 



a, & und c positiy sind und a < 7- ist. 

4 C 

Weitere Falle konnen nicht mehr yorkommen, weil: 

n nidit positiv werden kann, wenn a allein negatiy ist, oder gleich- 

zeitig a und b negatiy sind, 
n nicht negativ werden kann, wenn c allein negatiy ist, oder gleich- 

zeitig b und c negatiy sind. 
Auch diese Ergebnisse konnen zum femeren Gebrauch in folgender 
ubersichtlicher Weise zusammengestellt werden: 



(+ n) wenn: 



(-«) 



79 

n 
n 

n 

97 
n 

77 

;; 



+ «,+&, — c], ohne weitere Bedingung ist, 
+ a, — &, — c], „ „ „ 



+ fit, — &> + <^] ^^d numerisch o,> -r 



;; 



w 



— 0, +6, 


-c] » 


» 


-<h 


» 


— a, — 6, 


-c] » 


» 


«<4c 


» 


+ «, + 6, 


+ c] « 


^7 


«>4c 


» 


— a, +&, 


+ c], ohne weitere 


Bedingung 


;; 


a, 6, 


+ c]; » 


;; 


7> 


w 


+ a, 6, 


-{- c] UDd numerisch 


«<4c 


;; 


- 0, +6, 


c] » 


;; 


«>4C 


;> 


a, 6, 


— c] » 


» 


>^ ft" 
«>4C 


;; 


+ «,+», 


+ c] „ 


w 


^ ft* 
4c 


;; 



Stellt man jetzt, wie dies Figur 4 zeigt, alle Falle zusammen, 
welche Uberhaupt, also yorlaufig ohne besondere RUcksicht auf das 
unmittelbar Yorhergehende, in Bezug auf die Lage des Sc)ieitels und 
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Fig. 4. 



die Seite, nach welcher sich die Parabel erstreckt, moglich sind, so 

sieht man alsogleich^ dass zufolge der Figur: 

Im Falle I: w, n und c positiv sein miissen, und zwar letzteres 

deshalb, weil sich die Parabel nach aufwdrts erstreckt. Da nun fiir ein 

positives m, wenn gleichzeitig c positiv sein soil, nach obiger Zusammen- 

stellung nothwendig h negativ werden 
muss, so ergibt sich fUr den vor- 
liegenden Fall auch folgende Bedin- 
gung: (+ «, — 6, + c). Sucht man 
jetzt unter den oben zusammengestell- 
ten Fallen fQr (+ w) Jene etwa vor- 
findlichen heraus, in denen h negativ 
und c ppsitiv erscheint, so findet 
sich nur ein dieser Bedingung ent- 
sprechender Fall vor, in welchem: 

a> — ist. 

4c 





[+ a, — 6, + c] und 



Man hat daher die Bedingungen ge- 
funden, welche die Gonstanten der 
empirischen Formel zu erfiillen haben, 
wenn die derselben entsprechende 
Parabel jene Lage im Coordinaten- 
system annehmen soil, welche aus 
der Figur beim Falle / ersichtlich 
ist. (Parabel nach aufwarts gekehrt^ 
Scheitel im ersten Quadranten.) 

Im Falle II miissen: m und n 
positiv, c jedoch negativ sein. 

Da nach oben, wenn m positiy 
und gleichzeitig c negativ sein soil, 
nothwendig b positiv sein muss, so 
geht die fur den vorliegenden Fall aus- 
gesprochene Bedingung: (-f- w, -{- n, 
— c) in (+ «, + &, — c) uber. 

Sucht man jetzt in den fdr (+ n) 
zusammengestellten Fallen jene heraus, 
in denen b positiv und c negativ er- 
scheint, so findet man: 

[+ ^; + ^> — c] ohne weitere Bedingung und 

6* 
[ — a, -|- ^^ — ^] wenn a < , ist. 

4 c 
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Es yermogen daher die Constanten der empirischen Formel auf 
zwei verschiedeDe Arten zu bewirken^ dass bei nach abwdrts gekehrter 
Parabel der Scheitel derselben in den ersten Quadranten zu liegen 
kommt. 

Im FaUe III mtlssen m negatiy^ n und c hingegen positiv sein. 
Auf Grund ahnlicher Schlussfolgerungen^ wie sie vorstehend gemacht 
wurden^ gelangt man zur Erkenntniss^ dass die bier angefubrte Be- 
dingung nur erfHllt wird^ wenn nach der gekfirzten Ausdrucksweise: 

[+ ^> + ^j "f" ^] 1^^ a > 7- ist. 

Im FtzUe IV wird die Bedingung gefordert: ( — w, + n, — c), 
welcbe wieder auf zwei Arten erfdllt werden kann^ namlicb da- 
durcb, dass: 

[+ ^f — ^f — ^] obne weitere Bedingung, oder 

[ — a, — 6, — c] und a < — wird. 

Ini FaXU V wird die Bedingung gefordert: ( — m, -— n, -\- c), 
welcbe erf&llt werden kann, wenn: 

[— a, + ^7 + <?] ohne weitere Bedingung, oder 
[+ ^; + ^; + ^] ^iid « < J- isi 

Im Faile VI wird die Bedingung gefordert: ( — w, — n, — c), 
welcbe nur erfiillt werden kann, wenn: 

b* 
[ — a, — 6, — c] und a > t- ist. 

Im FaUe VII wird die Bedingung gefordert: (+ w, — «, + c), 
welcbe erfiillt werden kann, wenn: 

[ — a, — 6, + ^] obne weitere Bedingung, oder 

b^ 
[+ «, — &> + c] ^^^ ^ < r" is** 

Im Falle VIII wird die Bedingung gefordert: (+ w, — n, — c), 
welcbe nur erfUlt werden kann, wenn: 

[— a, -\-b, — c] und a > j- ist. 

Fiir den praktiscben Gebraucb ist es nun ungleicb geeigneter, 
die soeben erbaltenen Resultate in folgender iibersicbtlicber Weise 
zusammenzustellen. 
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Zasammenstellung 

der Beziehungen^ welche zwiscben den Constanten der empirischen 

Pormel y == a + 6a; + crc* und der Lage besteht^ welche die dieser 

Formel entsprechende Parabel im Coordinatensysteme einnimmt. 



Zeichen der Constanten 
a, b, c 


Nameiigche 
Bedingtmg 


Die Parabel ist ge- 
wendet nach: 


Der Parabelscheitel 

liegt in folgendem 

Quadranten: 


[+ a,+h,+ c] 


«>4c 


aufwarts 


2 


;; ;; n 


«<4-c 


» 


3 


[+a, +6, -c] 


keine 


abwarts 


1 


[+ a, - 6, + c] 


«>4c 


aufwarts 


1 


n n » 


^<4C 


;; 


4 


[— a, +h, + c] 


keine 


n 


3 


[+ a, *, c] 


keine 


abwarts 


2 I 


[ a, + *, c\ 


^ ft* 
«>4-o 


}7 


4 


n n n 


4c 


n 


1 


[a, 6, + c] 


keine 


aufwarts 


4 


[ a, 6, c] 


4c 


abwarts 


3 


» » » 


4c 


;; 


2 



Specielle Falle^ welche noch vorkommen konnen^ sind: 

1) Ber Parabelscheitel liegt in der Ahscissenaxe. In diesem Falle 

muss n = a — - = werden, was a =« — oder 4ac = 6* bedingt. 

4c ' 4c ° 

Es geht sodann die empirische Formel: y = a + &^ + ^^ u^- 

y = -^ — V-hx 4- CQ^ uber. 
^ 4c ' ' 

2) Der ParoAelscheitel liegt in der Ordinatenaxe, In diesem Falle 
muss m = — 5"" = werden, was 6 = oder c = cx) bedingt. 

« c 

Fur 6 •= geht die empirische Formel in y = a + cx^ fiber. 

Fur c = oo in y = a+oo, was einer geradlinigen von der Abs- 
cissenaxe unendlich entfernt liegenden, daher nicht weiter in Betracht 
zu ziehenden Parabel entspricht. 
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3) Ber Parabdscheitd liegt im Urspnmg. In diesem Falle muss 

w = n = 0, mithin — 5- = und a — 1- = werden, was, sobald 

wieder von der geradlinigen Parabel abgesehen wird, welche fQr c = oo 
und a == resultirt, a ■= 6 = bedingt. Die empirische Formel 
nimmt dann die Form: y = cx^ an. 

In Bezug auf das NuUwerden einer oder mehrerer Gonstanten 
kdnnen folgende Falle unterschieden werden: 

[a = 0], [6 = 0], [c-0], [a = 6 = 0], [a = c = 0], 

[6 = c = 0], [a = 6 = c = 0]. 

Es nimmt dann denselben entspreehend die empirische Formel nach- 
stehende Formen an und zwar: 

Fiir a = 0, die Form: y = 6a? + cz*. Es schneidet in diesem 
Falle die Parabel die Ordinatenaxe im Ursprung, da aus der Formel 
fur ic = auch y = erhalten wird. 

Fur 6 = 0, die Form: y = a + 6a?*. Der Parabelscheitel liegt 
somit nach FrQlierem in der Ordinatenaxe. 

Fur c = 0, die Form: y = a -j- 6rc. Diese Gleichung entspricht 
Dach Frilherem einer gegen beide Coordinatenaxen geneigten Geraden 
and kann auch als die Gleichung einer (geradlinigen) Parabel angesehen 

werden, deren Parameter - , weil c = 0, unendlich ist. 

Fiir a = 5"«0, die Form: y = crc*. Der Parabelscheitel liegt 
hierbei im Ursprung. 

Ftlr a=c=0, die Form: y = 6a;. Diese Gleichung entspricht einer 
Geraden, welche durch den Vrsfprung geht (weil fiir a; =0 auch y=0 wird), 
und kann auch als die Gleichung einer (geradlinigen) Parabel an- 
gesehen werden, deren Parameter — , weil c «= 0, unendlich ist. 

Fur 6 = c «= 0, die Form: y ^=» a. Diese Gleichung entspricht, 
weil unabhangig von a;, also fiir jeden Werth desselben y = a wird, 
einer zur Abscissenaxe im Abstande a parallel laufenden Geraden, die 
wieder wegen c^sO als geradlinige Parabel angesehen werden kann. 

Fiir a = 6 = c = 0, die Form: y = 0. Diese Gleichung entspricht, 
weil unabhangig yon a:, also fiir jeden Werth desselben y =» wird, der 
Abscissenaxe und kann gleichfalls wegen c =» als Gleichung einer 
geradlinigen Parabel angesehen werden. 

Es mogen jetzt, um die Verwerthung des Yorhergehenden zu 
zeigen, die yon der allgemeinen Formel y = a + 6a; + cx^ gewonnenen 
geometrischen Vorstellungen auf jene beiden speciellen Formeln iiber- 
tragen werden, welche in Bezug auf die Yerfliissigung des Ammoniak- 
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gases aus ftLnf zusammengehorigen Yersuchswerthepaaren aufgestellt 
wurden. Sie lauteten: 

p = + 4,439 + 0,1412 . t + 0,00141 • t^, 

t 54,61 + 16,367 -p- 0,8835 -jpl 

Setzt man darunter die Gleichung: 

y «= a -j- &^ + CQ(?j 

so ersieht man wohl leicht, welche Grossen in jeder der obigen zwei 
Gleichungen die Rolle der Ordinaten y, der Abscissen Xy sowie der Con- 
stanten a, h uud c ilbernehmen. 

Es lasst jetzt vor allem der einfache Vergleich der beiden Glei- 
chungen erkennen, dass denselben sehr wesentlich verschiedene Para- 
beln entsprechen, weil die die Grosse der Parameter bestimmenden 
Zahlenwerthe der Constanten c (namlich + 0,001412 und — 0,8835) 
ganz wesentlich verschieden sind. 

Es steht dies im voUen Einklang mit fruher Gesagtem, dem- 
zufolge beide Gleichungen nicht eine und dieselbe Gleichung unter ver- 
schiedenen Formen darzustellen vermogen. 

Man erhielt auch deshalb fUr Einen und denselben Werth yon ^ 
(namlich — 54,61) aus beiden Gleichungen verschiedene Werthe des zu- 
geh9rigen Druckes p (namlich 0,93 beziehungsweise 18,52 und 0,00), 
was sich jetzt geometrisch ganz einfach dadurch erklart, dass im 
Allgemeinen zu gleichen Abscissen verschiedene Ordinaten verschiedener 
Parabeln gehoren. 

Nachdem aber von jeder der beiden Parabeln, zufolge der Auf- 
stellung ihrer Gleichungen, nach der Methode der kleinsten Quadrate, 
ein Stiick mit dem aus den Yersuchswerthen erhaltenen begrenzten 
Stuck der Beziehungscurve nahezu zusammenfallen soil, so werden 
auch beide, im Uebrigen von einander verschiedene Parabeln inner- 
halb dieses Stiickes mit einander nahezu zusammenfallen — also bei gleichen 
Abscissen nahezu einerlei Ordinaten besitzen mtlssen, wenn man sie in 
eine und dieselbe Figur mit der Beziehungscurve einzeichnet. Da 
aber in der einen Gleichung die jp, in der anderen die t die Belle 
der abhangig Yeranderlichen, also auch die der Ordinaten spielen, so 
konnen beide Parabeln gleichzeitig nur dann in ein und dasselbe 
Coordinatensystem (dessen eine Axe die Temperatur- als Abscissen- 
axe — dessen andere die Druck- als Ordinatenaxe bildet) eingezeichnet 
werden, wenn man die Abscissenaxe der einen Parabel immer als die 
Ordinatenaxe der anderen betrachtet, also beide Parabeln auf zwei 
verschiedene Coordinatensysteme bezieht, deren ungleichnamige Axen 
aufeinander fallen. 
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Da aber^ wie bekannt^ die Axe einer jeden in der GleichuDg 
y = a + &a; + ca;* eingeschlosseneu Parabel der Ordinatenaxe jenes Syste- 
mes parallel lauft, auf welches die Parabel bezogen erscheint^ so kommen 
die beiden bier in Betracht zu ziehenden Parabeln offenbar so gegen 
einander zu stehen; chss sich ihre Axen rechtwinklig durchschneiden. 

Aus dem Vergleich der beiden Gleichungen kann noch entnommen 
werden^ dass^ der ersteren die (am Scheitel) flachere Parabel entspricbt^ 
weil diese wegen 0,001411 < 0,8835 den grosseren Parameter besitzt. 

Unterzieht man nocb jede der beiden Gleichungen einzdn fQr sich 
einer naheren Betrachtung^ so lasst sich, und zwar vorerst aus der 
ersien derseJben entnehmen, dass, nachdem sammtliche Constanten 
positiy sind, also der Fall [-|- a, + ^> + ^] vorliegt, zufolge der 
frtLheren Zusammensiellu/ng , der Scheitel der wegen des positiven 

Werthes yon c nach aufwarts gekehrten Parabel im zweiten oder 

6* 
dritten Qnadranten liegt^ je nachdem beziehungsweise « ^ 7- ist. 

Weil a = 4,439, b == 0,1412 und hieraus — = 3,50 . . ., also der 

Zahl nach a > — ist, so liegt der Parabelscheitel im zweiten Qua- 

dranten und findet dies auch noch eine Bestatigung dadarch, dass die 
Coordinaten desselben nachfolgende Werthe erhalten: 



m = — 



2c 



— 50,0 . . . und n = a — r" = + 0,94 . . . 



4c 



Stellt man jetzt, die Werthe auf Seite 48 berdcksichtigend, so wie 
dies Fig. 5 zeigt, ein StQck der Verfliissigungscurye als Beziehungscurye 



Fig. 6. 




i — I — I- 



y 







und die der eben besprochenen empirischen Formel entsprechende Parabel 
nAen einander, damit sich nicht beide Gunren gegenseitig yerundeut- 
lichen, so ersieht man wohl leicht, dass sich unter den obwaltenden 
Verhaltnissen die Parabel wird der Beziehungscurye yerhaltnissmassig 
gut anzuschliessen yermogen. 
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Man vermag jetzt aber auch zu entnehmen, dass die Formel ausser- 
halb des Versuchsbereiches and zwar vorwiegend bei sehr niederen 
Temperaturen sehr unrichtige Resultate zu Tage tordern wird, da nach 
Passierung des Scheitels Og, namlich Mr unter — 50®Cels. liegende Tem- 
peraturen als Abscissen, wieder mnehmende Driicke als Ordinaten er- 
halten werden, was der Natur der Sache wohl vollstandig widerspricht. 
Wahrend die Beziehungscurve sich in ihrer Fortsetzung nach der linken 
Seite hin ohne Zweifel der Abscissenaxe mehr und mehr niihern wird, 
beginnt sich die Parabel nach Passierung des Scheitels neuerlich zu 
erheben. Es ist demnach die Eenntniss der Lage des Scheitels wohl 
ohne Zweifel von Nutzen. 

Das positive Zeichen des der Constanten a entsprechenden Zahlen- 
werthes (+ 4,439) lasst Uberdies erkennen, dass die Parabel ihre Ordi- 
natenaxe iiber dem Ursprung schneidet, was auch aus Fig. 5 ersicht- 
lich ist, in welcher nebenbei bemerkt, die Curvenpunkte so wie in 
Figur 1 bezeichnet sind. 

Atis der 0toeiten der empirischen Formeln ist zu entnehmen, dass 
deshalb, weil die Constanten a und c negativ sind, also der Fall [ — a, 
-f- 6, — c] vorliegt, nach der friiheren Zusammenstdlung der Scheitel 
der wegen des negativen Werthes von c nach dbwdrts gekehrten Pa- 
rabel' im vierten oder ersten Quadranten liegt, je nachdem beziehungs- 
weise: 

a!> - ist. 

Weil a »= — 54,6 . . . , 6 = + 16,3 . . . und hieraus ^— = — 75,8, 

also der Zahl nach a < ^ ist, so liegt der Parabelscheitel im ersten 

Quadranten, und findet dies auch seine Bestatigung dadurch, dass die 
Coordinaten desselben folgende Werthe erhalten: 

6 . ^^^ . 6* 



m 



2^ = + 9,26 ... und n = a^l^ = + 21,19 . . . 



Stellt man jetzt, die Werthe auf Seite 49 berQcksichtigend, so wie 
dies Fig. 6 zeigt, die Verfliissigungscurve als Beziehungscurve und die 
der eben besprochenen empirischen Formel entsprechende Parabel wieder 
neben einander, so sieht man auch hier, dass sich die Parabel der Be- 
ziehungscurve wird verhaltnissmassig gut anzuschliessen vermogen. 

Zeichnet man endlich, wie Fig. 7 zeigt, die Figuren 6 nicht bloss 
um 90^ gedreht, sondern noch als Spiegelbild, indem man das Rechts 
mit dem Links vertauscht, um die Uebereinstimmung mit den Figuren 5 
zu erzielen, so lasst sich jetzt erkennen, dass die der vorliegenden 
Parabel entsprechende Formel geeigneter wie die andere erscheint, zur 
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Bentltzimg ausserhcUb des Yersuchsbereiches bei niederen Temperaturen, 
weil wegen der dermaJigen Lage 'der Parabel zu den mnehmenden 




Kaltegraden als Abscissen^ abnehmende positive Driicke als Ordinaten 
gehoren. 

Fig. 7. 







y p 



y 



'+4+»,+>q;+:?^,+*>; t 



• Aber anch dies ist, wie alsbald gezeigt wird, uur bis zu einem 
gewissen Curvenpunkte der Fall. 

Erinnert man sich, dass auf Seite 50 aus beiden in der Be- 
sprechung befindlichen Formeln, als zur Temperatur (— 54,61) gehorige 

DrQcke, beziehungsweise p = + 0,93 und |> = | , ^ ^^ erhalten 

I "T- 0,00 

wurden, so findet man jetzt die Erklarung hiefiir. 

Entsprechend der Fig. 5 erhalt man avi& der ersten Formel zu 

Steinfaauser, empirisohe Formeln. 5 
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jeder Temperatur (z. B. zu — 54,61) als Abscisse nor einm Druck 
(d. i. dann p = 0,93) als Ordinate. 

Die beiden am der eweiten Formel gleichzeitig erhaltenen Werthe 
des Drackes p hingegen, namlich: 18,52 und 0,00 entsprechen den 
heiden Ordinaten, welche nach Fig. 7 zu eiaer und derselben Tempe- 
ratur (hier — 54,61) als Abscisse gehoren. 

Yon diesen beiden Werthen hat dann eigentlich^ nur einer in 
Betracht gezogen zu werden^ namlich jp<=0,00, da nur dieser als 
Ordinate zu dem allein zu beachtendeu, weil die Beziehungscurve 
ersetzenden Parabelschenkel gehori 

Aus dem Werthe j? = fur ^ «= — 54,61 lasst sich noch er- 
kenneu, dass die Abscissenaxe in dem um ( — 54,61) vom Ursprung 
abliegenden Punkte vom unteren Parabelschenkel durchschnitten wird, 
der sodann wwfer dieser Axe verbleibt. 

Es gibt daher die zweite Formel zu Temperaturen (als Abscissen), 
welche unter — 54,61® Cels. liegen, negative Driicke (als Ordinaten), 
was natQrlich wieder nicht den obwaltenden Yerhaltnissen entspricht 

Aus derselben Formel werden ftir < = n«= 21,19® Cels. fiber- 
steigende positive I'emperaturen (als Abscissen) keine moglichen 
(reellen) Ordinaten mehr erhalten, weil dann, wie Fig. 7 zeigt, der 
Scheitel 0^ der Parabel bereits iiberschritten ist. 

Das negative Zeichen des der Constanten a entsprechenden Zahlen- 
werthes ( — 54,6 . . .) lasst iiberdies erkennen, dass die Parabel ihre 
Ordinatenaxe unter dem Ursprung schneidet, was auch aus Fig. 6 
ersichtlich ist, in welcher, wie es ja eigentlich sein soil, die Tempera- 
turen als Ordinaten erscheinen. 

In der Praxis finden empirische Formeln von der bekannten Form 
y s= a-^-hx -^ CO? sehr haufig Verwendung, weil die denselben ent- 
sprechenden Parabeln sich in vielen Fallen als geeigneter Ersatz 
fiir die nach unbekannten Gesetzen verlaufenden Beziehungscurveo 
erweisen. 

Es gewahrt nun oft Nutzen, sich nach dem kurz Yorhergehenden 
durch eine Bqtrachtung und muhelose Untersuchung der Constanten 
einer vorliegenden derartigen empirischen Formel eine annahemde Vor- 
stellung von der Gestalt und Lage der entsprechenden Parabel — 
und dadurch auch eine solche von der durch letztere ersetzten Be- 
ziehungscurve verschaffen zu konnen. 

Einer Erorterung , wiirde noch der Umstand bedQrfen, dass aus 
leicht begreiflichen Baumersparungs-Riicksichten in den Figuren die 
Temperaturen und Drtlcke auf den Coordinatenaxen nach verschiedenen 
Maassstaben aufgetragen wurden. 




J 
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Dnrch die BentLtzung verschiedener Maassstabe erleiden die Figuren 
immerhin eine Yerzerrung, indem sie eigentlich jene Ansichten zur 
DarstelluDg bringen, welche die richtigen Figuren darboten, wenn die- 
selben um eine der beiden Goordinatenaxen^ welche den einen der 
gleichen Maassstabe tragt, so lange gedreht wclrden; bis der auf der 
anderen Axe liegende Maassstab im entsprechenden Yerhaltniss ver- 
kleinert erscbeint. 

Da aber die Projection einer Geraden wieder eine Gerade, die der 
Parabel wieder eine Parabel ist^ so wird an dem Wesen der Figuren 
nichts geandert, und es kann die wahre Gestalt der letzteren leicht fGr 
den anderweitig erzielten Vortheil geopfert werden. 

Die Aufstellung der dreigliedrigen empirischen Formeln von be- 
kannter Form wurde im Yorstehenden in besonders ausfQhrlicher 
Weise behandelt, weil derartige Formeln bei noch verhaltnissmassig 
geringem MUheaufwand sehr ofb zum gewUnschten Ziele fiihren und 
in Folge dessen, wie schon erwahnt^ haufige Yerwendung in der Praxis 
finden. 

Sollte es sich aber in einem vorliegenden Falle zeigen, dass die 
anf Grand der Yersuchswerthe: 



{Xi JflJg Xt^ \Xf 



zwischen den Yeranderlichen {x und y) bestehende Beziehung nicht 
mit dem gewtLnschten Genauigkeitsgrade durch eine dreigliedrige Formel 
zum Ausdruck gebracht werden konnte, so bliebe vorlaufig nichts 
Anderes ubrig, als auf eine viergliedrige von der Form: 

y =a a + 6^ + cx^ + dx^ 
iiberzugehen. 

Nimmt man nun an^ dass die Anzahl (n) der vorhandenen Yer- 
suchswerthe die der Constanten (4) libersteigt^ so sind letztere wieder 
am besten nach der Methode der kleinsten Quadrate, also aus den be- 
kannten Normalgleichungen zu berechnen, welche fUr den vorliegenden 
Fall offenbar lauten, wie folgt: 

2'(y) = « • " +i -^ix ) + c .^(at*) + d .^ix^) 
^(yx) = a .^(x ) + b .^(x^) + c .^(aj') + d .^(x*) 
^{y . oj*) = o .2(^«) + b •2'(^) + c -^(ai*) + d .^iar') 

2(y • ^) = « •2'(^) + * •2(*') + ' •2(^) + ^ •2'(^) 

und nach d€n Seiten 28 und 30 in bekannter Weise auch unmittelbar 

5* 
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aus den Bedingungsgleichungen abgeleitet werden konnten, die sich 
aus den Versuchswerthen ergeben. 

Man gelangt dann endlich ziir gewUnschten specteUen Formal 
durch das Einsetzen der aus den Normalgleichungen erhaltenen Weithe 
der Constanten in die dUgemeine Formel. 

Es wird auch hier zum besseren Yerstandiss der Sache beitragen, 
wenn man die geometrische Bedeuhmg der vorstehenden Gleichung, von 
der vorlaufig nur gesagt werden kann, dass sie einer Curve dritten 
Grades entspricht^ naher kennen zu lernen sucht. 

XJm nun auf moglichst einfache Art einen Aufschluss fiber die 
Gestalt und Lage der beziiglichen Curve zu erhalten, durffce es zweck- 
massig sein^ eine Yereinfachung der sich auf irgend ein Coordinaten- 
system beziehenden Curvengleichung durch eine Transformation der 
Coordinaten anzustreben, namlich dadurch, dass man die Curve aof 
ein neues, moglichst zweckmassig gewahltes System bezieht. 

Geht man, wie dies schon frtlher einmal geschah, vom System 
lOj^I der Figur 2 (siehe S. 51) auf jenes IIO^II fiber, so hat man 
nur wieder statt z und y beziehungsweise die Werthe {x + m) und 
(y + w) zu setzen, um aus der auf das System lO^I bezogenen Gleichung: 

y = a + 6a; + ca;* + dot? 
die auf das System IIO^II bezogene zu erhalten, welche dann lautet: 

(y -[- n) = a + & (m + a?) + ^(w + ^)^ + ^(^ + ^Y y 

sowie nach der Ausfuhrung der angezeigten Operationen und dem Ordnen 
nach X auch in folgender Form geschrieben werden kann: 

y = (a + 6w + cw* + dm^ — w) + (& + '^(^''^^ + ^dw?) • x + 

+ {c + ^dm)'a? + dx^. 

Wahlt man jetzt, nachdem diesfalls noch keine naheren Bestim- 
mungen getroffen wurden, die Lage des neuen Systemes so, dass: 

c + 3rfw = und (a + 6w* + cm? + dm? — n) = 

werden, was offenbar folgende Werthe ffir die Coordinaten des Ur- 
sprunges vom neuen Systeme IIO^II in Bezug auf das alte bedingt: 

m 3^ und n^a aTd*— ' 

SO geht die auf das neue System bezogene Gleichung in: 

oder 

y = a^ X -{- ^ ' x^ 
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uher, wenn man der Einfachheit halber die coustanten Werthe: 

(* - S) ™^ ^ 

beziehungsweise gleich cc nnd /) setzt. 

Es wurde somit thatsachlich durch die Transformation der Coor- 
dinaten eine wesentliche Yereinfachung der Gleichung erzielt, so dass 
jetzt entschieden leichter wie frtiher eine Untersuchung in Bezug auf 
Gestalt und Lage der Curve gepflogen werden kann. 

Da far a; a= aus y = aa? + fioc^ nur y = folgt, so ist zu 
ersehen^ dass die Curve immer durch den Ursprung geht und die Or- 
dinatenaxe nur in diesem einen Punkte schneidet. 

Fiir irgend einen, vorlaufig ganz willkurlieh gewahlten Werth 
von X, also z. B. far a? «= + w? wird: 

y = " ' (i ^) + /* (lb ^f = + aw + Pw^ = + (aw + /Sw;^) 
oder 

woraus sich erkennen lasst, dass zu numerisch gleichen, doch dem 
Zeichen nach verschiedenen Werthen (+ w) der Abscissen, der Grosse 
nach gleiche, dem Zeichen nach verschiedene Werthe [+ w;(a + fi-w*)] 
der Ordinaten y gehoren, welche mit x resp. w ins Unendliche zu 
wachsen vermogen. 

Man kann daher bereits behaupten, dass die fragliche Curve aus 
0wei im Ursprung misammer^stossenden, sich m beiden Seiten der Ordinatenr 
cDce ins Unendliche erstreckenden, gleichgestalteten, doch verJcehrt symme- 
trisch liegenden Aesten besteht 

Ob dabei die Curve, von der bereits bekannt ist, dass sie die 
Ordinatenaxe nur — also jedenfalls auch die Abscissenaxe — im Ur- 
sprunge schneidet, letztere auch noch in anderen Punkten zu schneiden 
vermag, dies wird sich ergeben, wenn man untersucht, in welchen 
Punkten etwa die Ordinaten Null zu werden vermogen. 

Setzt man zu diesem Zwecke in y = + w; (a + fitv^) das y = , 
so folgt, dass in jenen Punkten die Ordinaten (y) gleich Null werden, 
resp. die Abscissenaxe geschnitten wird, deren Abscissenwerthe w der 
Gleichung = + w(cc -{- fiw^ gentlgen. 

Da aber dieser Gleichung ebensowohl entsprochen wird, wenn 
U7 s oder (a + fi^) = ist, und in dem aus letzterer Gleichung 

folgenden Werthe tc? = + T/ — ^ der imaginare Werth verschwindet, 

wenn cc und /) verschiedene Zeichen besitzen, so unterliegt es keinem 
Zweifel, dass die Curve im AUgemeinen die Abscissenaxe in drei 
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Punkten zu schneiden vermag^ deren Abscissen (x «= w) die folgenden 
Werthe besitzen: 

Es ist dann einer der Punkte der Ursprung, wahrend die zwei 
anderen in gleichen Abstanden zu beiden Seiten desselben liegen. 

Dieses Ergebniss stimmt mit dem allgemeinen Satze iiberein, dass 
die einer Gleichung vom n*^ Grade entsprechende Curve von einer 
Geraden hochstens in n Punkten geschnitten werden kann. 

Da die vorliegende Gleichung in Bezug auf x vom dritten Grade 
ist^ so vermag die a;- Axe als Gerade die besprochene Curve hochstens 
in drei Punkten zu schneiden. 

Um nun aus den speciellen Werthen der Constanten (a, b, c und d) 
einer in der urspriinglichen Form (y = a + &^ + ca^ + ^^) S^' 
gebenen (speciellen) Formel erkennen zu konnen; ob die Curve von 
der Abscissenaxe (des zweiten Systemes) nur im Ursprung oder aoch 
noch in den beiden anderen Punkten geschnitten wird, hat man sich 
vorerst zu entsinnen^ dass nach friiber: 



c* 



cc'===b — «^ und /J = d 
sind, und dann zu untersuchen^ welches Zeichen der Werth: 



c« 



annimmt^ wenn d positiv oder negativ, also 

P = ±d 
ware. 

Ftlr diesen Werth von /J wird: 

also a immer dann ein (+) Werth, wenn b einen (+) Werth besitzt^ 

oder wenn b einen (+) Werth vorstellt und gleichzeitig 6 < ^-j ist. 

Es wird somit die Curve von der Abscissenaxe nur dann in 
drei Punkten geschnitten, wenn nach der schon einmal benutzten ver- 
einfachten Schreibweise: 

1) (± ^, + b) 
oder 

2) (+ d, ± b) 

und aberdies der Zahl nach 6 < ^5-5 ist. 

oa 

In alien ilbrigen Fallen geht die Curve nur durch den Ursprung, 
ohne irgend eine Axe noch weiter zu schneiden. 
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In Pig. 8 sind die wesentlichsten charakteristischen FormeD, 
deren die Curve fahig ist, dargestellt und lassen selbe als besonders 
cliarakteristisches Merk- 

mal die Existenz eines in ^* 

den Urspning 0^ fallen- 
den TP%n(2eptmA^ erken- 
nen, namlich eines Punktes, 
in welchem die Curre aus 
der OoncaYitat in die Con- 
Texitaty oder umgekehrt 
ubergeht. 

Gienge man jetzt auf 
die aUgemeine, namlich 
auf das System 10^1 be- 
zogene Gleichnng: _ 

y = a + ^^ + c^* + ^^ ^ 
zur^ck; so liessen sich 
(abnlich wie bei der drei- 
gliederigen Formel) aus den Zahlenwerthen und Zeichen der in ihr 
erscheinenden Gonstanten mannigfache Schliisse ziehen in Bezug auf 
die Punkte, in denen die Axen des Systemes 10^1 von der Curve 
geschnitten werden, daun in Bezug auf die Lage des Wendepunktes 
in den verschiedenen Quadranten dieses Systems u. s. w. 

Ohne weiter hierauf eingehen zu woUen^ moge beispielsweise nur 
bemerkt werden, dass fur x=^Oy V'^'d, also die Ordinatenaxe des 
Systemes lO^I im Abstande a vom Ursprung 0^ geschnitten wird. 

Sollte in einem bestimmten Falle auch die zuletzt besprochene 
yiergliedrige (also vier Constante enthaltende) Formel nicht ent- 
sprechen, so konnte man immerhin auf eine analog geformte fiinf-, 
sechs- oder mehrgliedrigere iibergehen, deren Constante sodann in 
einer dem Vorhergehenden entsprechenden und analogen Weise zu 
berechnen waren. 

Man pflegt dies jedoch selten zu thun, weil dann nicht bios die 
Aufstellung der Formel, resp. die Berechnung ihrer Gonstanten, sehr 
umstandlich und zeitraubend, sondern, was besonders in die Wag- 
schale ^Ut, die Foi'tnel selbst beim Gebrauch bereits unbequem wird. 

Es bleibt in diesem Falle nichts anderes iib^g, als auf eine andere 
spater zu besprechende Art den Zweck womoglich besser erreichen zu 
suchen. 

AUe in der allgemeinen Gleichung: 

y = a '\'bx -{- cx^ + dx^ + ex^ -[- . . . 
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eingeschlossenen Curven werden, unabhangig von der Anzahl der Formel- 

glieder, mit dem gemeinsamen Namen der pardbolischer Curven belegt 

£s ist daher die der zuletzt besprochenen viergliedrigen Formel: 

y ==s a + &^ + ^^* + ^^ 
entsprechende Curve als parabolische Curve dritten Grades zu bezeichnen, 

und ist bisher behandelt worden: die Aufstellung empirischer Formeln 

mittelst paraholischer Curven, 

Zeichnet man nun vor der Aufstellung der empirischen Formel 
die BeziehuDgscurve, wie sich selbe aus den Versuchswerthen ergibt, 
so wird man oft aus ihrer Gestalt und der Lage^ welche sie im 
Coordiuatensysteme einnimmt, annahernd richtig beurtheilen konnen, 
welche der parabolischen Curven sie etwa zu ersetzen vermag. 

*Es werden namlich in den meisten Fallen mit hinreichender 6e- 
nauigkeit ersetzt werden konnen: 

1) flache Beziehungscurven mit oder ohne Wendepunkt durch eine 
Gerade, deren Gleichung bekanntlich 

y 8s= a + 6ir ist; 

2) starker gekrummte Beziehungscurven ohne Wendepunkt durch 
ein Stuck einer Parabelj deren Axe der Ordinatenaxe parallel lauft 
Die Gleichung derselben ist bekanntlich: 

3) starker gekrummte Beziehungscurven mit Einem WendepuiM 
durch ein Sttick einer parabolischen Curve dritten Grades, deren 
Gleichung bekanntlich : 

y = a + ^^ + c^^ + ^^ ist. 

Da nun in den meisten Fallen die Beziehungscurve eine mehr 
weniger gekrUmmte Curve ist, welche keinen oder hochstens einen 
Wendepunkt besitzt, so findet man zumeist das Auslangen mit Gleich- 
ungen, welche den dritten Grad nicht Uberschreiten. 

Dass es aber doch auch Falle gibt, in welchen, trotz scheinbar 
sehr giinstigen Aussehens der Beziehungscurve, dieselbe nickt, wie es 
zu erwarten stand, durch eine einfachere parabolische Curve ersetzt 
werden kann, dies wird folgendes Beispiel zeigen. 

Es soil aus nachstehenden, von Magnus in Bezug auf die Spann- 
kraft (s) des Wasserdampfes bei verschiedenen Temperaturen {t) ge- 
fundenen Versuchswerthepaaren: 

t^= 0,00 K = 23,85 {t^= 52,12 

Si = 4,525' Isg = 22,24' \s^ = 101,40' 



Grade Cels. 
Millim. 



Grade Cels. ( t^ = 91,34 f t^ = 100,87 



Millim. 1^4 = 553,03 [% = 779,73 
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Fig. 9. 



eine empirische Formel im Allgemeinen nach der Form: 

aufgestellt werden, welche die Abhangigkeit der Spannkraft (s) des 
Wasserdampfes yod der Temperatur (t) innerhalb des aus der Yer- 
suchsreihe ersichtlichen Temperaturintervalles von bis 100® Celsius 
darstellt. 

Constrnirt man jetzt^ wie dies Fig. 9 zeigt^ ans den Yorstehenden 
Versuchswerthen die Beeiehimgscurve (d. i. die Yollgezogene Curve), 
um sich uber die Gestalt derselben 
zu orientiren, so findet man, dass 
selbe einer nach aufwarts gewendeten 
Parci)el sehr ahnlich sieht, und wird 
demnach vermuthen^ dass eine Para- 
bel im Stande sein dUrfte, befriedigend 
die Beziehungscurve zu vertreten. 

Siellt man demnach entsprechend 
der von firUher her bekannten Parabel- 
gleichung: y «= a + ^^ + ^^* die. 
empirische Formel: 

s = a + 6^ + c^ 

aufy so hat man, da aus den Ver- 
suchswerthen mehr Bedingungsgleich- 
iingen (5) abgeleitet werden konnen, 
als in der Formel Constante (3) er- 
scheinen, die letzteren am besten 
nach der Methode der kleinsten 
Quadrate, also aus folgenden Nor- 
malgleichungen zu berechnen: 







n 



+ h .^(0 + c .^(t^) 



Es ergeben sich jetzt aus den Versuchswerthen folgende specielle 
Zahlenwerthe fQr die in diesen Gleichungen enthaltenen Grossen und 
Symbole: 

5 , 2(0 = 268,18 , 2(^*) = 21803,0694 , 



n 



^(fi) = 1943527,05136 , ^(f) = 180834154,41745458 , 
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yj(s) = 1460,925 , ^{s ' t) = 134980,5173 
und 

2(s • t') = 12835593,198865 , 

mithin die Zahlengleichungen: 

1460,925000 = 5,0000 • a + 268,18000 • b + 

+ 21803,06940000 • c, 

134980,517300 = 268,1800 • a + 21803,06940 • i + 

+ 1943527,05136000 • e, 

12835593,198865 = 21803,0694 • a + 1943527,05136 • h + 

+ 180834154,41745458 • e, 
au8 denen: 

o = + 20,794949615 , & = — 4,016664843 und c = + 0,111642053 

werden. Es laatet somit die empirische Eormel nach Weglassong 
einiger jetzt UberflQssiger Decimalen: 

s = + 20,79495 — 4,0166648 • t + 0,111642053 • fi 

und gibt selbe fUr: 

<! — 0,00, <j = 23,85, t, = 52,12, 

ti = 91,34, <5 = 100,87" Gels., 
als beziehungsweise zugehorig: 

Si' = + 20,7949 , Sg' = — 11,4980 , V = + 114,7213 , 

s/ = + 585,3419 , 85' = + 751,5646 mm, 
statt: 

' s, = -I- 4,525, Sg = + 22,2400, s, -= + 101,4000, 

s^ =-\- 553,0300, S5 = + 779,7300. 

Unter der Annahme, dass die VerstuihstperOie richtig seien, kommen 
den Bechnungswerthen beziehungsweise folgende Fehler zn: 

^^ = + 16,2699 , d, = — 33,7380, *j «= + 13,3213, 

*4 = + 32,3119, tfj 28,1654, 

deren algebraische Summe: 

S-^{f^) « «1 + *2 + «3 + *4 + «6 ^ 0,0003 

betragt. 

Der Umstand, dass die Fehlersumme nahezu Null wurde, kann 
als Burgschafb dafiir angesehen werden, dass die weitlaufigen Bech- 
nungen, welche die Aufsuchung der Constanten erforderte, fehlerlos 
durchgeftihrt warden. 

Die bedeutende Grosse der einzelnen Fehler hingegen beweist, 
dass keine Parabel von bewusster Lage (Axe parallel der Ordinatenaxe) 
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fabig ist^ sich im vorliegenden Falle der Beziehungscurve (als Spann- 
kraftscurve) im gewiinschten Grade anzunahern, da dies selbst die 
geeignetste^ namlich jene^ welche utiter Zuhilfenahme der Ausgleichs- 
rechnung erhalten wurde, nicht zu thun yermag. 

Die Betrachtung der Fig. 9, in welcher die Spannkraftskurve voll, 
die Parabel hingegen unterbrochen gezogen erscheint, gestattet zu er- 
kennen, warum dies der Fall ist, warum man also in den gehegten 
Erwartungen getauscht wurde. 

Der Umstand^ dass die Spannkrafbscarve einen steil aufsteigenden 
Ast besitzt, hat zur Folge, dass sich zwischen den Ordinaten beider 
Guryen selbst dann noch grosse Unterschiede ergeben, wenn die Curven 
nahe neben einander liegen. Um nun in der Fehlersumme das be- 
deutende Ueberwiegen der Parabelordinaten im steilen Theile der Curve 
auszugleicheU; mtlssen sodann im minder steilen, der noch iiberdies 
' Yon geringer Ausdehnung ist, die Ordinaten der Spannkraftscurve um 
so tlberwiegender werden. 

Wollte man, was unbedingt nothig ist, geringere differenzen 8 
erhalten, so hatte man an die Stelle der Parabel irgend eine andere 
Curve zu setzen, vrelche sich der Spannkraftscurve besser anzuschliessen 
vermochte, vielleicht eine parabolische Curve dritten Grades, deren 
Gleichung bekanntlich: 

y ea a + 6iP + c^* + cl^ 
lautet und deren eventuelle Brauchbarkeit aber erst erwiesen werden 

miisste. 

Die parabolische Curve vierten Grades 

y =*a + *^ + ^^* + dx^ + c^ 
wurde allerdings, weil sie fUnf Constante enthalt, die fiinf Versuchs- 
werthe genau wiederzugeben vermogen; sie erscheint aber aus schon 
angefQhrten Griinden unzweckmassig. 

Geht man aus Zeitersparungsgrtinden einer genauen Untersuchnng 
der Versuchswerthe behufs annahernder Erforschung des Abhangig- 
keitsgesetzes aus dem Wege, indem man eine empirische Formel nach 
mllkiirlicher Form aufzustellen sucht, so ist jetzt gar kein Grund vor- 
handen, die Form derselben abweichend von der bisher besprochenen 
(namlich allgemein durch die Gleichung: y = a + 6a; + ^^ + ••• dar- 
gestellten) zu wahlen, da man bei der Beniitzung irgend einer anderen 
Form des Erfolges nicht sicherer ist, und bei der Aiifsuchung der Con- 
stanten mit weit grosseren Umstandlichkeiten oder Schwierigkeiten 
za kampfen haben konnte. 

Es ist daher der HauptsacJie nach das Eapitel der Aufstellung 
Empirischer Formeln nach willkiirlicher Form als abgehandelt zu be- 
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trachten und folgt jetzt zu demselben ein Anhang^ in welchem einige 
mit dem Yorhergehenden im Zusammenhange stehende Fragen und* 
Aufgaben besprochen werden. 

Arihang 

zur Aufstellung empirischer Formeln nach willkiirlicher 

Form. 

Jeder willkQrlich gewahlten^ gleichgtiltig wie geformten empi- 
rischen Formel entspricht, als Gleichung zwischen zwei Verander- 
lichen betrachtet^ immer eine geometrische . also gesetamassy gd>aute 
Curve, von der ein StGck berufen ist, die nach uhbekanntem Gesetze 
verlaufende Beziehungscurve zu vertreten. 

Die Beziehungscurve als solche hat man als nicht gegeben zu 
betrachten, wohl aber sind einzelne Punkte derselben annahernd be- 
kannt, da ja jedem Versuchswerthepaar ein Punkt entspricht, der aber 
ebenso, wie die Versuchswerthe selbst, mehr weniger fehlerhaft ist. 

Man wird daher zu einer um so besseren Kenntniss der Be- 
ziehungscurve gelangen, je mehr Versuchswerthe gegeben und je 
fehlerloser diese sind. 

Wiirde man nun bei der Aufstellung einer empirischen Formel 
von den zur Verfiigung stehenden Versuchswerthepaaren nur so viele 
berficksichtigen, als Constante in der gewahlten Formelform erscheineo, 
so mQsste die Formel offenbar die beriicksichtigten Versuchswerthe 
genau wiedergeben, folglich die entsprechende Curve genau durch jene 
Punkte gehen^ welche den beriicksichtigten Versuchswerthepaaren ent- 
sprechen. 

Es wird daher, umgekehrt, die einer empirischen Formel ent- 
sprechende Curve nur durch so viele Punkte der Beziehungscurve 
genau hindurchzugehen vermogen, als Constante in der Formel er- 
scheinen. 

Die thatsachlich zwischen den Veranderlichen bestehende Beziehung 
wird um so besser durch eine gesetzmassig gebaute (mithin geome- 
trische) Curve dargestellt, — anders gesagt, um so richtiger durch 
die der Curve entsprechende Formel ausgedriickt werden, je besser die 
beziigliche Curve mit der Beziehungscurve zusammeni^Ut, und je besser 
letztere selbst bestimmt ist, also einerseits je mehr Constante in der 
Formel enthalten, andererseits je mehr Versuchswerthe gegeben, uber- 
dies je geringer die Fehler sind, welche letzteren anhaften. 

Enthalt die nach irgend einer gewahlten Form aufgestellte spe- 
eielle empirische Formel weniger Constante, als Versuchswerthepaare 




AnhaDg zur Aafstellang empirisoher Formeln nach willkiirlicher Form. 77 

bei der Aufstellung berUcksichtiget warden, so geht im Allgemeinen 
die dieser Formel entsprecbende Curve durcb Tceinen der bekannten 
Pankte der Beziehangscurve bindurch. 

Es lebrt dann die Ausgleicbsrecbnung von alien in der allge- 
meinen Formel enthaltenen speciellen Curven jene findeo^ die nicbt 
nur uberbaupt mbglichst nahe^ sondern auch moglicbst gleichmdssig an- 
genahert an den bekannten Punkten der Beziebun'gscurve voriibergebt. 

Diesem Aasspnicb kann nocb, allerdings nur nnter gewissen Vor- 
aussetzungen^ sotvie nur in JBemg auf jene Falle, wo nacb Seite 32 
ein vollstdndiger FeJderausgleich erfolgt, eine sebr anscbaulicbe Form 
gegeben werden. 

Denkt man sieb die Beziebungscurve durcb moglicbst viele (strenge 
genommen unendlicb viele) Versucbswertbepaare resp. Punkte gegeben^ 
welche so bescbaffen sind, dass die Ordinaten der letzteren in gleicbe 
(unendlicb kleine) Abstande von einander zu liegen kommen, so durcb- 
scbneidet die ,Curve, welcbe der aus diesen (unendlicb vielen) Versucbs- 
wertben durcb die Metbode der kleinsten Quadrate abgeleiteten empi- 
riscben Formel entspricbt^ die Beziebungscurve derart^ ddss die zwischen 
beiden Curven liegendeny beiderseits durch Ordinatendifferenzen begrenzten 
FlachenstUcke nicht nur moglichst hlein, sondern noch so ausfallen, dass 
ihre algebraische Summe gleich Null unrd. 

Hierbei sind die FlacbenstUcke mit gleicben oder verscbiedenen 
Zeicben verseben zu denken, je nacbdem siebezieblicb auf einer und 
derselben Seite oder auf verscbiedenen Seiten einer und derselben 
Curve liegen. 

Der soeben gemacbte Aussprucb findet seine Begriindung in dem 
Umstande^ dass in Folge des Ausgleicbes der Fehler d sicb aucb die 
positiven und negativen, namlicb fiber resp. unter einer und derselben 
Curve liegenden Ordinatendifferenzen ausgleicben m^ssen. Man kann 
sicb daber vorbanden denken zu jeder positiven Ordinatendifferenz eine 
gleicbe negative^ also aucb mit BUcksicbt auf die gleicbe und unend- 
licb geringe Entfernung der Ordinaten, zu jedem positiven Fldchen- 
dement ein gleicbes negatives. Es muss dann, obne BQcksicbt auf das 
Zeicben, notbwendig die Summe der positiven Flacbenelemente gleicb 
der Summe der negativen sein. 

Es ist endlicb nocb darauf aufmerksam zu macbeu, dass offenbar, 
je mebr Constante in einer allgemeinen Formel erscbeinen, desto mebr 
Yariationen beziiglicb der Zahlenwertbe und Zeicben der Constanten 
zulassig sind. 

Mit der Anzabl dieser Yariationen wacbst aber notbwendig die 
Mannigfaltigkeit beziiglicb der Form und Lage, welcbe aucb die in der 
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allgemeinen Formel eingeschlossenen speciellen Curven anzunehmen 
vermogen. 

Wahrend z. B. die nur ewei Constante enthaltende Formel: 

welche einer Geraden entspricht, bios eine Abwechselung in der Lage 
der letzteren gestattet, lassen die der Gleichung: y = a + &a;4"^^ 
entsprechenden Parabeln sehon eine Abwechslung in der Form, sowie 
beziiglich der Lage des Scheitels zu. 

Einer noch weit grosseren Mannigfaltigkeit der Formen sind be- 
kanntlich fahig: die der Gleichung y == a + 6rc + ex* + dsc? ent- 
sprechenden parabolischen Curven dritten Grades u. s. w. 

Da eine Curve bestimmter Gattung um so leichter im Stande 
sein wird, sich der Beziehungscurve anzuschmiegen, einer je grosseren 
Mannigfaltigkeit beziiglich der Form und Lage sie fahig ist^ so folgt 
auch von diesem Gesichtspunkte aus, der — jedoch nicht miss- 
zuverstehende Satz, dass im Allgemeinen mit der Zahl der Constanten 
die Genauigkeit der Formel wachst. 

Damit soil jedoch nicht gesagt sein, dass von zwei Formeln 
immer jene die bessere sei, v^relche die grossere Anzahl der Constanten 
enthalt, sondem nur, dass eine Formel besser werde, wenn ihren 
Gliedern ein, eine neue Constante enthaltendes Glied beigefugt wiri 

Bei der Aufstellung empirischer Formeln sind ofters gewisse 
specielle WQnsche zu erfQllen, von denen die gewohnlichst vorkom- 
menden sind: 

1) Die Formel soil alle Versuchstverthe vollkommen genau zu geben 
vermogen, d. h. auch die der Formel entsprechende Curve soil genau 
durch alle jene (bekannten) Punkte der Beziehungscurve gehen, welche 
durch die vorliegenden Versuchswerthepaare festgestellt sind. 

2) Die Formel soil nicht alle, dber dock gewisse Versuchstverthe genau 
zu geben vermogen, d. h. auch die der Formel entsprechende Curve 
soil nicht durch alle, sondern nur durch gewisse der bekannten Punkte 
der Beziehungscurve gehen. 

3) Die Formel soil gewisse der Versuchstverthe genauer tvie die 
anderen zu geben vermogen, d. h. auch die der Formel entsprechende 
Curve soil sich gewissen der bekannten Punkte der Beziehungscur?e 
mehr wie anderen nahern. 

Wie diese Wilnsche, wenigstens in Bezug auf die bis nun be- 
sprochenen Formeln erfiillt werden konnen, dies wird das Folgende 
lehren^ 
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a) Aofstelltiiig empiriBOher Formeln von der Form: 

y = a -{-bx -{- CO? + ^^^ + * ' * > 

^w^elobe alle vorliegenden Versnohswerthe genau wiederzugeben 

vermogen. 

Eb ist bekannt, dass sobald n Yersuchswerthepaare gegeben sind, 
das Yorliegende Problem durch die eben so viele^ namlich n Gonstante 
enthaltende Formel: 

y = a -}- bx -{- cx^ -{- dx^ + • • • + px'*~-^ 
gelost wird. 

Da sich nach derselben aus den n Yersuchswerthepaaren die nach- 

atehenden n Bedingungsgleichungen aufstellen lassen: 



n—l 



y^ = o + bx^ + cx^ + dx^ + * • • + I'^J 
y^ = a + l)x^ + cx^ + dx^ -\ f- i)a;»-i 

welche nur mehr die n Constanten als Unbekannte enthalten^ so hat 
es keinen Anstand^ diese ganz zweifellos durch gewobnliche Auflosung 
der Gleichungen zu berechnen. 

Die Anwendung der Ausgleichsrechnung ist dabei ganz uberfliissig, 
da sich sehr leicht zeigen liesse^ dass dieselbe nichts anderes als die 
gewohnliche Auflosung der Gleichungen zu geben vermag. 

Um einerseits das Gesagte zu bestatigen^ andererseits eine Con- 
trollrechuung zu erhalten fiir eine gleich spater zu besprechende be- 
quemere Bechnungsmethode, folge zunachst ein specielles Beispiel. 

Es ist aus den bekannten Yersuchswerthepaaren: 



{ 



Vy =• 2,48 



(l), = 5,00 



fi's = 7,00 



P4 *== 8,00 Atmospharen 



^i= — 17,8' l^ = + 4,2' 1^3 = + 16,3' M4 = + 20,3 Grade Gels. 



eine die Atmospharendriicke jp genau wiedergebende empirische Formel 
aufzustellen. 

Dieselbe erhalt offenbar die Form: 

nach welcher sich aus den vorliegenden Yersvichswerthepaaren folgende 
yier specielle Bedin^ungsgleichungen ergeben: 



^ 
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2,48 = a + 6(— 17,8) + c(- 17,8)« + d(- IW 
5,00 = a + 6(+ 4,2) + c(+ 4,2)« + 'd(+ 4,2)» * 
7,00 = a + 6(+ 16,3) + c(+ 16,3)^ + ci(+ 16,3)^ 
8,00 = a + 6 (+ 20,3) + c(+ 20,3)« + d(+ 20,3)» . 

Lost man dieselben jetzt fOr die Constanten a, 6, c und d auf, 
was ziemlich umstandlicli ist, so werden: 

a = 4,5283, 6 = 0,105429, c = 0,00122050 , d = 0,000099041 
und es lautet die Formel: 

p = 4,5283 + 0,105429 - 1 + 0,00122050 • t^ + 0,000099041 • f. 
Dieselbe gibt, wenn die Atmospharendrucke p nur auf vier Deci- 
malen berechnet werden, fiir: 

^1 = ~ 17,8, t,= + 4,2, ^3 = + 16,3, t,= + 20,3^ Cek 

als zugehorig: 

!>/ = 2,4798, p^' «= 4,9998, p^' = 6,9999, p^' = 7,9998 Atm. 

statt: 

p, = 2,48, p, = 5,00, p, = 7,00, p, = 8,00, 

also Werthe, welche den gehegten Wunschen und Erwartungen za 
entsprechen vermogen. 

Man kann nun auf etwas bequemere Art direct, namlich ohne 
die Bedingungsgleichungen aufstellen und losen zu miissen, zor ge- 
wtLnschten speciellen Formel gelangen, mit Hilfe der Lagrange' schen 
Interpolationsformdy von welcher jetzt die Rede sein soil. 

Sind: 

^% (^» ... bis 1^- 

y% Us \yn 

die Yorliegenden Paare der Versuchswerthe, femer X und Y die 
beiden Veranderlichen, so kann die Frage aufgeworfen werden, ob die 
zwischen den letzteren zufolge der Versuchswerthe bestehende Be- 
ziehung nicht durch eine Gleichung von der Form: 

y= y/iC^, a;) + yJ^{X, X) + y,^,(Z, a;) + • • • + y,/-,(Z, x) 
darstellbar ist, in der die kleinen Buchstaben Versuchswerthe, — die 
grossen die Veranderlichen, — endlich: 

. f,{X, X), f,{X, x), f,{X, x) etc. bis fn{X, x) 

yerschiedene, dermalen unbekannte Functionen der unabhangig Ver- 
anderlichen X, sowie der oben mit x^y x^, x^ etc. bis Xn hier der Ein- 
fachheit wegen allgemein.mit x bezeichneten Versuchswerthe bedeuten. 
Da nun die vorstehende Formel die Eigenschaft besitzen soil, die 
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Yersuchswerthe y genan wiedergeben zu konneD; so muss ofifenbar, wenn 
die Veranderliche: 

X den Werth Xi annimmt^ aus der Formel fiir Y der Werth y^, 

-^ » V ^2 » ; » ;; v )> w v v Vi) 

•^ ;> V ^8 77 7 ;? » ;; ;» ;? w ;? % > 

• •••••••••••••■••■•••••• 

-^ w >? ^» 7) 7 ?; ;; w 77 ;? ;; ;; V" 

erhalten werden. 

Dies aber ist uur daun der Fall^ wenn: 

tuiX = x^, fi(X,x)=l, dagegen /*2(X,a;) = /8(X,a;) = ..^ 

= fm{X,x) A(X,^) = 0, 

„ X^iCa, f^(X,x) = l, dsLgegen f^{X,x) = f^(X,x) = "' 
=fm{X,x) /;(X,a;) = 0, 

„ X = x„,, fm(X,x) = l, da^gegen fi(X,x) = f^{X,x) = "' 

=f^,{X,x)=fr^t{X,x) f,{X,x)=0, 

„ X = Xn, fniX,x)=lj dagegen ^i(X,ic)=/8(X,ic) = ... 

= U{X, a;) = fn^i{X,x) = 

werden. 

Bedenkt man jetzt^ dass diesen Gleicbungen zufolge jede der all- 
gemein dureb fm(X, x) dargestellten Functionen die Eigenschaft besitzen 
muss , nur fiir X == rc^ gleich 1 , fiir alle iibrigen von x bekannten 
Wertbe aber Null zu werden, so ist es nicht allzuscbwer, auf die Form 
zu gelangen, in welche die Functionen gebracht werden mi[ssen, damit 
sie den gestellten Bedingungen entsprecben. 

Wird namlicb: 

f]n{X,x) = C-{X-x,)iX-- X,) (X ~ a;,) X . . . 

X (X — x„^i) (X — x„,^i) X . . . X (X — a:n) 

gesetzt, wo der Factor (X — Xm) absichtlich weggelassen ist und C 
eine erst spater zu bestimmende Constante bedeutet, so besitzt dieser 
Ausdruck vorlaufig schon die Eigenschaft, fiir alle folgenden Wertbe 
von Xj das ist fiir: 

X «= a?!, X a=» iCgj ^ =* ^3 ®^c*; dann X = Xm—iy Xa= 0:^+1 etc. bis X= Xn 

(also mit alleiniger Ausnabme von X =» Xm) Null zu werden. 

Da der vorstebende Ausdruck aber fiir X = Xm gleicb 1 werden 
8oll^ so muss: 

Steinhauser, empiriiohe Formeln. 6 
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1 = C • (^m — X^ (Xm — 0:2) (Xm — X^)X"'X (Xfn — X,n-l) X 

X (X^ — Xm+l) X • • • X (rCm — a?n), 



also: 

Q^ 1 :^ 

folglich: 

werden. 

Setzt man nun der Reihe nach fur m die Zahlen 1, 2, 3 etc. 
bis n, so erhalt man die den Functionen f^ (X, x) beziehungsweise 
fi{Xf x), f^ (X, x) etc bis fn (X, x) zukommenden Werthe, und durch 
Substitution derselben in die Gleichung: 

r-= yj, (X, x) + y,f, (X, x) + yj, (X, x) + • • ■ + Vnfn (X, x) 

die nachstehende Formel, in der statt der jetzt uberfiussig gewordenen 
grossen Buchstaben die gleichnamigen kleinen erscheinen: 

^' (^2 - ^1) (^2 - ^3) (^2 - ^4) • • • (^2 - ^n-l) (S - ^n) "^ 
"^^'"(^8-^,)(^3-^2)(^3-^i)---(^8-^n-l)(^8-^«) 



+ yn 



(X - a:J(a; - ;r2)(x ^ x^) . . , (x - x^__^)(x - a^^j) 



"^ (^n - ^1) (^« - ^2) K - ^3) • • • (^n - ^«-2) (^n-^»-l) 

Die Betrachtung dieser Formel lasst sehr leicht das Gesetz er- 
kennen^ nach welchem sie gebildet isi 

Es fehlt ebensowohl im Zahler wie im Nenner eines jeden Bruches 
immer jene Differenz^ welche jenes x als Subtrahend enthalten wiirde, 
das zu dem dem jeweiligen Bruche vorstehenden y gehort. 

Die Formel erffillt thatsachlich die gestellte Bedingung^ da sie, 
sobald fCLr x der Reihe nach x^, x^y x^ etc. bis Xn gesetzt wird^ als 
zugehorig beziehungsweise y^^ y^, y^ etc. bis yn fiir y gibt. 

Die genaue Betrachtung der in der Lagrange'schen Formel vor- 
kommenden Bruche lehrt, dass jeder der Zahler aus (n — 1) Factoren 
besteht; deren jeder die unabhangig Yeranderliche x in der ersten Potenz 
enthalt, wahrend die (w — 1) Factoren der verschiedenen Nenner nur * 
den Versuchswerthepaaren entnommene specielle Werthe enthalten. 




AnbaDg znr Aufstelluiig empirischer Formeln nach willkiirlicher Form 83 

Denkt man sich nun die Producte der Factoren in den Zahlem 
entwickelty so stellt offenbar jedes derselben in Bezag anf x (wenn 
die constanten Zahlenwerthe der Reihe nach mit a^ h, c etc. bis p be- 
zeicbnet werden) ein vollstandiges und geordnetes Polynom: 

a-\- bx -{- cx^ + dx^ + •••+!>• ^^~^ 

vom (n — 1)^^ Grade dar, wabrend die Producte in den Nennern, als 
bekannte specielle Zahlenwerthe N anzusehen sind. 

Es nimmt dann die Lagrange'sche Form el die Form: 

y = yi' ■ ^^ + 

+ + 

+ y« jy- 



an; welche, da ^, ^ etc. bis j^ ja auch bekannte^ also constante 

Werthe sind, die allenfalls mit Cj, C2,,..bis Cn bezeichnet werden 
konnen, in: 

+ ^2 («a + h^ + ^2^^ + ^^ H h P2^""0 + 

+ + 

+ Cn (an + bnX + CnX" + dnX^ -\ 1- PnO^'^) 

fibergeht. 

FOhrt man jetzt noch die angezeigten Multiplicationen aus, um 
alle Glieder, welche die gleichuamigen Potenzen von x enthalten, zu- 
sammenfassen zu konnen, so nimmt die Formel endlich die Form: 

y = A + Bx + Cx^ + Dx^ -\ f- Pa;«-i 

an, worin die Constanten A, B, C etc. bis P die constanten Coeffi- 
cienten der einzelnen Glieder bedeuten. 

Es entspricht somit der n Versuchswerthe genau wiedergebenden 
Lagrange' schen Interpolationsformel eine parabolische Curve vom (n — I)'*'* 
Grade. 

Der Umstand, dass bei der Aufstellung einer empirischen Formel 
nach der Interpolationsformel die Constanten der Hauptsache nach 
aus Differeneen zu berechnen sind, denen dann relativ kleine Zahlen 
entsprechen, ist die Ursache einer theilweisen Erleichterung der Rech- 
nung. 

6* 



84 I- Die AufstellDng empirischer Formeln nach willkQrlicher Form 




Der Gang der letzteren wird sich aus folgendem Beispiel ergebea. 
Aus den bekannten Yersuchswerthepaaren: 

yi=i>i= 2,48 jy,=ft= 5,00 
x^ = t^ 17,8' U = ^,= + 4,2' 

y3=A= 7,00 jy4=l?i= 8,00 
^8 = ^ = + 16,3' ^, = ^^= + 20,3 

ist nach der Lagrange'schen Interpolationsformel eine, die in der Ver- 
suchsreihe erscheinenden AtmospharendrtLcke p genau wiedergebeiide 
empirische Formel aufzustellen. Schreibt man statt y und x resp. p 
und tj so wird nach dem Einsetzen der nun bekannten Zahlenwerthe 
in die Interpolationsformel: 

„„o.o (^ - 4,2) > (t - 16,3) -(t- 20,8) , 

l) .5,^0 • ^_ i7^8_4 2) . (— 17,8 — 16,3) • (— 17,8 — 20,3) ~ 

i_P,Or) (t + 1 7,8) ■ it - 16,3) • {t - 20,8) , 

T *^,^^ • (4 2 ^ 17 8) . (4^2 — 16,3) • (4,2 — 20,3) ~ 

4. 7 00 (^+ 17,8) . if - 4,2) . {t - 20,3) _ , 

"^ ' (16,3 + 17,8) . (16,3 — 4,2) • (16,3 — 20,3) ~ 

4-800 (^ + 17,8) ■ (e- 4,2). (t- 16,3) 

-r Oj^^ • (20,3 + 17,8) • (20,8 — 4,2) • (20,3 — 16,3) ' 

Nach der Entwicklung der Producte in den Zahlem und Nennern wird: 

o >! o (*' — -40,8 . t* + 484,61 • t — 1389,738) , 

1> = 2;48 . ^ ^8582,6^ + 

I Rr^ («» — 18,8.<*— 320,59-t+6889,842) , 
+ 5.00 • ^ ^ + 4286>2 + 

. nfv\ («'- 6,7 •«» — 360,84 •*+ 1617,628) , 
+ ^'00 1660,44 T" 

I QAA («' — 2,7- 1'— 296,44- « + 1218,688) 
+ 8,00 +-2453;64 ' 

und wenu noch die DiTisionen ausgefilhrt werden: 

p -= - 0,000086766 • (f — 40,8 <* + 484,61 1 — 1389,738) + 

+ 0,001166638 • (<» — 18,8 1* — 320,59 1 + 5889,842) — 

— 0,004241293 • (<» - 6,7 1* - 350,84 1 + 1517,628) + 

+ 0,003260462 • {f — 2,7 1^ — 296,44 1 + 1218,588). 

Fasst man nach der AnsfOhrang der angezeigten Multiplicationen 
sammtliche Glieder, welche gleiche Potenzeu von t enthalten, in je eine 
Grappe zasammen, so ergibt sich nach erfolgter Reduction die Formel: 

p = 4^5283 + 0,10543 • t + 0,0012205 • t* + 0,00009904 • <», 

welche mit der nach anderer Methode erhaltenen und auf Seite 80 
angefiihrten in ganz be&iedigender Weise Qbereinstimmt. 
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Wflrde man in die Interpolationsformel fUr die verschiedenen y 
und X statt der in der Yersuchsreihe vorkommenden Driicke resp. 
Temperaturen die Temperaturen resp. DrQcke eingesetzt haben, so 
ware offenbar die Formel: 

tsss a '\- Pp -^ yp^ + dp^ 

erhalten worden^ welche sich insbesonders zur Berechnung der zu ge- 
wissen DrQcken p gehorigen Temperaturen t eignet. 

So wie obige empirische, zugleich Lagrange'sche Formel; zur 
Berechnung yon Atmospharendr^cken verwendet werden kann, welche 
etoischen den in der Yersuchsreihe erscheinenden liegen^ so kann all- 
gemein eine jede derartige Formel zur Einschaltung oder Interpolation 
Yon Gliedern zwischen bekannten Gliedern einer nach unbekanntem 
Gesetze fortschreitenden Reihe Yerwendung finden^ daher mit Recht 
als Interpolationsformel bezeichnet werden. 

b) Anfstellung empirischer Formeln von der Form: 

y = a + 6^ + c^ + da? + • • • , 
welche nioht alle, Bondem nur gewisse VerstLchswerthe genau 

wiederzngeben verm5gen. 

Man verlangt in manchen Fallen von einer empirischen Formel 
die genaue Wiedergabe eines gewissen Yersuchswerthes und zwar aus 
einem der folgenden Griinde: 

1) Weil dadurch die Formel leicht in eine Form gebracht werden 
kann, aus welcher sich ohne weitere Erklarung die genaue Bedeutung 
der Formel ergibt. 

So bedarf z. B. die zur Berechnung der Spannkraffc des Wasser- 
dampfes bei verschiedenen Temperaturen geeignete Formel: 

e = {1 + 0,007153 {t — 100)}^ 

keiner weiteren Erklarung^ da aus derselben, weil fiir t = 100, 6 = 1 
wird, leicht entnommen werden kann, dass ffir in Graden Celsius aus- 
gedrtickte Temperaturen t die Spannkrafte in Atmosphdren resultiren. 
Wiirde sich eine einer parabolischen Curve entsprechende Gleichung 
uberhaupt dazu eignen, als empirische Formel fur die Spannkraft des 
Wasserdampfes zu dienen, so ware es z. B. zweckmassig, derselben 
die Form: 

s = 760 + 6 (^ — 100) + c (e -^ 100)2 .1 

zu geben, da man dann allsogleich erkennt, dass die Temperaturen in 
Graden Celsius einzufUhren, die Spannkrafte in Millimetem zu entnehmen 
sind, weil fOr < = 100 offenbar 8 — 760 Millimeter wird. 
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£s existiren diesfalls Formelo; in welche die Temperataren nach 
Graden Celsius, Reaumur oder Fahrenheit einzusetzen sind, aus denen 
aber die Spannkrafte in Atmospharen oder in Millimetem, Pariser 
Zollen etc. erhalten werden, bei welchen demnach eine diesbezilgliche 
Erklarung beigeftigt sein muss, sofern sich nicht unmittelbar und leicht 
ein Aufschluss aus der Formel selbst ergibt 

2) Weil der betreffende Werth der Natur der Sache nach als 
feMerlos anzusehen ist So besitzt beispielsweise der Wasserdampf bei 
100® C. eine Spannkrafi; von 760 mm (oder von einer Atmosphare), 
welche nicht fehlerhaft sein kann, da ja umgekehrt jene Temperatur 
mit 100° C. bezeichnet wird, bei welcher das Wasser unter dem Drucke 
von 760 mm (oder einer Atmosphare) siedet. 

Es moge jetzt an die Losung der Aufgabe geschritten werden. Sind: 
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die^ersuchswerthepaare, aus denen eine empirische Formel nach der Form : 

^ y = « + 2^^ + ^^ + ^^ + • • • 
aufgestellt werden soil, welche f iir x^= x^ das y = ^i gibt, so empfiehlt 
es sich; derselben vorerst die Form: 

y = yi + /5 (^ - a?i) + y (^ — ^i)' + * (a? — x^)^ -\ — 

zu gebeu; die ja, wie ersichtlich, thatsachlich fQr x ^^ x^ das y.= y^ 
gibt und ohne Zweifel auf die gewtlnschte Form dadurch gebracht 
werden kann, dass man die Elammem beseitigt und die gleichartigen 
Grossen reducirt. 

Stellt man, um in bekannter Weise die Normalgleichungen ab- 
leiten zu konnen, nach der vorlaufig gewahlten Form aus denVersuchs* 
werthepaaren die Bedingungsgleichungen auf, so lauten selbe: 

yi = yi + fi (^i — ^i) + y (^i — ^lY + * (^i — ^^lY H — 
ya = yi + /5 (^2 — ^i) + y (^8 — ^i)' + * («2 — ^O' H — 
ys = yi + /* (^s — «i) + y (^8 — ^lY + * (^^ - ^i)' -\ — 

y» = yi + /5 i^n—x^) + y(x^- x,y + * (x« - x^f h — 

oder auch: 

yi — yi = /* (xi — ^i) + y (^i — x,y + d{x,- x,y + . . . 
yj — yi = /* (^« — «i) + y (JT^ - x,y + s{x^ — x^y -\ — 
ys — yi = /* (^ - ^i) + y (^ - ^i)* + s{x^ — x^y + • . • 

y» — yi = /* (j". — ^i) H- y (xn — x,y + s{xn-x,y+", 

und die Normalgleichungen: 
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= p ■'^{x - x,)> + y .^(x - x,y + ii,.^{x -x,y + ..., 

= P -^i^ - a?.)" + y -^Ca; - x,y + d -^(x - x,y + ..., 

2{(if-y^)i^-^^y)'= 

^P-^(x - a;,)* + r '^{x - x,y+ S ■'^{x - x,y + • • -, 

Man gelangt jetzt zur ersten speciellen Formel^ wenn man die aus 
den Nornialgleichungen berechneten Werthe der Constanten /3, y^ 8 etc. 
in die allgemeine Formel: 

setzt. 

F^rt man hieraaf die angezeigten Operationen aus^ so wird nach 
dem Zusammenfassen der gleichartigen Glieder: 

+ (y — 3*a;i H )'(x? + {d'\ )'ix?-\ / 

and ergeben sich f&r die Constanten der gtoeUen speciellen Formel; welcbe 
die Form: 

y as= a -|- 6ic + ca;* + da? + • • • 

besitzt; folgende Werthe: 

c = (y — Sdo?! H ), d = d H etc. 

Zu diesem Uebergang von der ersten auf die zweite Formel ist 
in den wenigsten Fallen ein Anlass vorhanden, da ja die erste den 
Yortheil gewahrt, allsogleich erkennen zu lassen, dass fiir x ^=^ x^ das 
y = yi wird. 

Folgendes Beispiel wird die Sache noch besser erlantem. 

Man fand folgende Dichtigkeiten {d) der hochconcentrirten Schwefel- 
saure bei 15^ C. und nachstehendem in Procenten (p) ausgedriickten 
Sauregehalt: 

fp, = 100,00 

d^ = 1,838 . 

Es ist znm Zwecke der Berechnung einer Tabelle innerhalb der 
Yersuchsgrenzen eine empirische Formel nach der Form: 

y = a + 6rc + cx^ oder y = y4 + /^ (^ — ^a) + y (^ -~ ^J* 
beziehongsweise : 



ip^ = 90,20 jft = 92,83 ip^ = 95,97 jj 
U = 1,819' 1^8 = 1,833' Id;, = 1,841' [ 
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d «= a + 6j} + cp* Oder rf = d^ + /* (P — 1^4) + y (P — P4f 
aufzustellen, welche den vierten Yersuchswerth genau wiedergibt, damit 
aus der Formel entnommen werden kann, welche Dichtigkeit der 100- 
procentigen Saure zugeschrieben ist. 

Bleibt man yorlaufig bei der zweiten Form^ so ergeben sich nach- 
stehende allgemeine Bedingungsgleichungen: 

^1 = ^4 + /5 Cpi -i>4) + y (ft —pd^, 
^ = ^4 H- /5 (ft — 1^4) + y OP2 —i>4)% 

^'b = ^4 + /5 CPa — P4) + 7/ (p3 - i^JS 

^4 = ^4 + /5 (ft — ft) + y (ft — ft)S 

oder: 

^1 — ^4 = /5 (ft — ft) + y (ft — ft)% 
di — d^ = fi (ft — ft) + y (ft - ft)' , 
^8 — ^4 = /* (Ps — ft) + y (Ps - ^^4)% 

^4 ~ ^4 = /* (P4 — ft) + y (i>4 — ft)% 

also die Normalgleichungen: 

2[{d-d,){p- p,y \ = p^ip - p,y + y2(p - -P*)* • 

Da nun: 
^[(d - d,)ip - P,))'={d,-d,)ip^-p,) + id, ~ d,)ip,-p,-) + 

+ (rfs - ^.) (Ps - P*) + K - d,) (i>, - i>4) = + 0,20996, 
^{p - P*)* -= (Pi - Pj' + (ft - P^' + (!>«- PJ* + 

+ iP, - P*f = + 163,6898, 

2(P - P*)' = (Pi - P*y + 0» - PJ* + (P« - P«)' + 
+ 04-^4)' 1375,244640, 

+ Cp* - P4)* = + 12130,32343202, 

^{(d- d,) (p -p,y } = (d, - dj (j)j -p,y + (d, - d,) (ft -1) j» + 

+ {d, - d,) (p, - i)0« + (rf, - d,) (i>, - ft)* 2,0330818 

sind, BO resultiren folgende specielle Normalgleichungen: 

+ 0,2099600 = + 163,68980/3- 1375^24464000 • y, 
— 2,0330818 == — 1375,24464 /J + 12130,32343202 • y, 
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aus welchen sich: /J = — 0,0026417 und y = — 0,0004671 ergeben. 
Setzt man diese Werthe in die allgemeine Gleichung ein, so wird: 

d = 1,838 - 0,0026417 (p — 100) — 0,0004671 O — 100)S 

oder: 

d = 1,838 + 0,0026417 (100 — p) - 0,0004671 (100 — pY 

und es ergeben sich hieraus fdr: 

Pi = 90,20, jpj = 92,83, p^ = 95,97, p^ = 100,00 

als zugehorig: 

d/= 1,8191, dj= 1,8328, £^5'= 1,8410, d;= 1,8380 

statt: 

di = 1,819, rf, = 1,833, cZj = 1,841, rf, = 1,838. 

Die Bichtigkeit der Versuchswerthe vorausgesetzt, haften den Rechnungs- 
werthen bezQglicli folgende Fehler an: 

*!=- + 0,0001, *2 0,0002, *8 = 0,0000, *4 = 0,0000, 

deren algebraische Summe nach Seite 32 nicht Null werden muss, weil 
in den Normalgleichungen keine mit x resp. p unverbundene Constante 
erscheint, also auch keine Normalgleiehung die Summe sammtlicher 
Bedingungsgleichungen bildet. 

Dass die Formel nicht bios den yierten, sondern auch den dritten 
ja nahezu auch den ersten Yersuchswerth genau wiedergibt, dies ist 
gewissermassen als Zufall zu betrachten, der aber leicht einzutreten 
vermag, weil die Formel drei Constante enthalt und nur vier Versuchs- 
werthepaare vorhandeh sind. Mit vier Constanten wiirde die Formel 
ja alle Versuchswerthe genau wiederzugeben vermogen. 

WoUte man, wozu librigens wie schon erwahnt kein Anlass vor- 
handen ist, auf eine Formel von der Form: 

(if = a + 6 j9 + c^* 

tibergehen, so waren nach fruher, da 8 und die darauf folgenden Con- 
stanten sind: 

a = (y, - /JXi + yx,') = (d^ - pp, + yp,') = - 2,56883, 

6 = (/J — 2yxi) = (|5 - 2yi)J = + 0,0907783, 

c = y = — 0,0004671, 

und: 

d 2,56883 + 0,0907783 p - 0,0004671 -p*. 

Aus dieser Formel miissen sich uatiirlich die gleichen Werthe wie 
aas der Toirhergehenden ergeben, da beide Formeln identisch sind, weil 
die zweite nur durch Umformong der ersten erhalten ist. 
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Zu einer von diesen etwas verschiedeneD , also mit anderen Oon- 
stanten versehenen Formel: rf = a^ + &ip + Ci j?' wtlrde man aber 
durch hedingungslose Aufstellung , also mittelst der Normalgleichungen 
yon Seite 43 gelangen. Da dann diese Formel der auf Seite 31 aus- 
gesprochenen Bediugung entspricht; so mtlsste die algebraische Samme 
der Fehler gleich Null werden, 

Sollte eine einer parabolischen Curve entsprechende empiriscbe 
Formel im Stande sein j?t^^ Yersucbswerthe^enau wiedergeben zu konnen, 
so ware vor AUem die Form zu suchen, welche die Formel unter dieser 
Bedingung, wenn aucb vielleicht nur vorUbergehend, zu erhalten hat. 

Yerlangt man^ dass die Formel: 

y «= a + 6a; + cx^ + dot? -|- . . . 

fiir a; = a;, das y^^y^^ Uberdies fiir a; •= ajg das y = y^ gibt, so ist 
den naebstehenden zwei Bedingungsgleichungen: 

y^ = a + bx^ + cx^ + dx.^ -| 

unter alien Umstanden zu entsprechen. 

Lost man dieselben fiir a uud b auf, so wird: 

^ = ^i~~^ — c (a?! + x^ - d {x^ + x^x^ + x^) , 

folglicb, wenn man diese Werthe in die allgemeine Formel: 

y = a + 6a? + cx^ + dx^ + — 
setzt, und einige Umformuugen vornimmt: 

y = ^* - v"!.^ + c (a; - X,) {X -x^) + 

+ d(x — Xj) (x — x^)(x + Xi + x^)-^ . 

Diese Formel gibt, wie man sich leicht dberzeugen kann^ thatsachlich 
fiir X = x^ das y =^y^ und fiir x ^= x^ das y = y,. 

Durch das Einsetzen der bis nun noch unberUcksichtigt geblie- 
benen Versuchswerthe in die Formel gelangt man zu folgenden Be- 
dingungsgleichungen : 

y, = y..(-.z:3)£ |.J^zi?^ + , (^^ _ ^) (0^ - ^) + 

•*/| ^'~ rf/a 

+ d (ajg — x^ (a^g — x^) {x^ + x^ + x^'\ , 

y^ = *'3 J___ »^. y« ^_> 1.^. + c (a:^ - Xi) (x^ — a^) + 

•«/| ^^ •</• 

-{-d(xt — Xi) (Xi - a;j) (a;^ + a;, + acj) H , 
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1 2 

+ d{x^ — Xj) {Xr^ — a;,) fe + iCi + Xg) H , 

ans welchen die zur Berechnung der Constanten c, d etc. erforderlichen 
Normalgleichungen abzuleiten sind. 

Lasst mail; bevor dies geschieht, dadarch eine Yereinfachung ein- 
treten, dass man in den Bedingungsgleichungen der Reihe nach ersetzt: 

1.) Die ersten Glieder des rechtseitigen Theiles d. i.: 

Vi (j^s — ^i) — y> (a?8 — ^i) yi(a?4~a?a)— y>(^4--''gi) yi(^6— ^ »)— y»( ^s— ^i) 

M/| *^S 1 ^^ 1 1 S 

etc durch F3 beziehungsweise Z^, Fg etc.; 

2.) die neben der Constanten c stehenden Factoren, d. i.: 

{x^ — x^ (a^ — X2), {x^ — x^ (Xji — X2), (x^ — x^) (x^ — X2) etc. 

durch U^ beziehungsweise U^^ U^ etc.; 

3.) die neben der Constanten d stehenden Factoren, d. i.: 

(^3 - x^)(x^ — X2)(x^ + ^1 + a^a), (x^ — x,)(x^ — x^){x^+ x^ + x^), 
{x^ — x^ (x^ — X2) (x^ + ^1 + x^ etc. durch F, beziehw. F4, F5 etc., 

. so gehen selbe in: 

.y^^T^ + cU, + dV, + ''^ Oder y^-Y^ = cU, + dV^ + '', 
y, = r, + cf7, + tZF, + ... „ y^^Y^ = cU, + dV, + '-, 
y5 = r, + cf7, + dF5 + ... „ .y5-5^6 = cf/5 + ^»'6 + --- 

fiber. Aus den letzteren Gleichungen ergeben sich jetzt auf genugsam 
bekannte Weise die folgenden Normalgleichungen: 

aus diesen die Constanten c, d etc., endlich mit Hilfe derselbeu and 
der oben angefQhrten Gleichungen: 

*"°S^ - c (a^i + a;,) - d (»,* + a;,*, + V) , 

die Constanten a and b. 

Es folge diesfalls wieder ein Beispiel. 

Man hat gefunden, dass 100 6ew.-Th. destillirten Wassers von 
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h =0; ^2 = 14, t, = 40, t^ = 100® Cels. beziehungsweise 

fti = 35,52, ^2= 35,87, i^^ 36,64, ^4= 39,61 Gew.-Th. Kochsalz 

zu losen yermogen. 

Es ist zum Zweck der Berechnung einer Tabelle, innerhalb der 
Versuchsgrenzen, eine Formel aufzustellen, welche der Hauptsache nach 
die Form: 

y = a -^bx -{- cs^ resp. k = a -{- ht -{- ct^ 

beeitzt, und den ersten sowie den vierten Versuchswerth (fci resp. Jc^ 
riehtig wiedergibt 

Im Yorliegenden Falle hat man daher in den vor Eurzem ange- 
gebenen Formeln d und die darauffolgenden Constanten gleich Null, 
iiberdies k^ und k^ fiir y^ resp. j/g sowie t^ und t^ ffir x^ resp. oo^ zu 
setzen, so dass werden: 

Von den Normalgleichungen verbleibt hier nur die erste, da, weil 
d = 0, den Bediugungsgleichungen zufolge die Glieder mit dem V 
als Factor entfallen. 

Diese verbleibende und zur Berechnung der Constanten c dienende 
Normalgleichung nimmt aber jetzt folgende Form an: 

worin: 

2'{(fc -Y)-U]= (k, ^ Y,) . U, + Qc,- r,) . V„ 
femer: 

XT ^__ fe| {t^ — t ^ ) — k ^ {t^ — t^ ) Y __ ^1 (h — ^4) — "^4 (h A) 

*i — ^4 h *4 

U, = ih - tl) (<2 - h), £^3 = (<S - ti) (^ - O 

ZU setzen sind, weil nur jene Versuchswerth e in die Normalgleichungen 
eingeftihrt werden dilrfen, welche in den Werthen von a und b nicht 
erscheineU; anders ausgedrUckt^ welche noch nicht berOcksichtiget 
wurden. 

Setzt man jetzt in vorstehende Ausdr&cke die der Versuchsreihe 
entnehmbaren speciellen Zahlenwerthe ein^ so werden: 

42-^8=- 0,2226, *3~F8=— 0,5160, U^='-1204, U^ 2400, 

{k, - Y,) . U, = 268,0104, (^3 - Y,) • U, = 1238,4, 

U^^ = 1449616, C/j^ = 5760000, y^(TP) = 7209616 
und -^ 




A 
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_ 2:{(k-T)-U} _ 268,0104 + 1288,4 _ , f.0009()MAA 
'^ Ym 7209616 T 0,00020«y44. 

Mit Hilfe dieses Werthes and der bekannten Yersuchswerthe werden 
noch: 

«= ^"^^T^ + ^ • ^^4 = + 35,52, 
6 = 1^^ +c(^i + g = + 0,0200056 

iind die Formel: 

Ic = 35,52 + 0,0200 - 1 + 0,000209 • f, 
Dieselbe gibt fur: 

t^ =0, ^2 = 14, ^ = 40, ^4 = KXfi Cels. 

als zugehorig: 

*/= 35,52, V= 35,84, ^=36,65, V= 39,61 
statt: 

*! = 35,52, »;2 = 35,87, fcg = 36,64, fc, = 39,61 

und sind demnach, die Richtigkeit der Versudiswerihe vorausgesetzt, 
die Rechnongswerthe mit folgenden Fehlern behaftet: 

tfj=0,00, ^2 = — 0,03, .d3 = + 0,01, 5^ = 0,00, 

deren algebraische Summe s = — 0,02 aus bekannten Grunden nicht 
noihwendig gleich Null werden muss. 

Aus di «= ^4 = ist zu ersehen, dass die Formel, wie gewilnscht, 
den ersten und vierten Versuchswerth richtig gibt. 

FtLr die Loslichkeit des Eochsalzes gibt «/. L. Andreae folgende 
empirische Formel an: 

Ic = 35,63 + 0,007889 (^ — 4) + 0,0003113 {t — 4)% 

nach welcher oflfenbar bei ^ = 4° Cels. in 100 Gew.-Theilen Wasser 
35,63 Gew.-Theile Eochsalz loslich sind. 

WoUte man beide fiir den gleichen Fall vorliegende Formeln mit 
einander yergleichen, so miisste eine, gleichgiiltig welche, auf die Form 
der anderen gebracht werden. 

Um nun beispielsweise obige Formel: 

Tc = 35,52 + 0,0200 • t + 0,000209 • f 
von der Form i == a + ^^ + ^^* ^.uf die Form: 

A; = a + /J (^ — 4) + y (^ — 4)« 
zu bringen, bedenke man nur, dass: 

i = a -j- ^^ _ 4/S + y^^ — 8y^ + 16y 
oder: ' 
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A; = (a - 4/J + 16y) + (p - 8y) • t -{• y - fi, 
also wegen: 

k = a-{'b't-\-C't^ 
nothwendig: 

(« ~ 4/3 + 16y) = a, (/S - 8y) = 6, y = c 
sein miissen. 

Da die Werthe von a, b und c bekannt sind, so lassen sich aus 
diesen Gleichungen leicht y, /J und a berechnen. Es ergibt sich dann: 

y = c = 0,0002095 ferner aus: QS — 8y) = 6 = 0,0200 

dass 

/J = 0,02168; endlich aus: (a — 4/5 + 16y) = a = 35,52 

dass ' 

a = 35,60 ist. 

Man kann somit die Formel: 

k = 35,52 + 0,0200 • t + 0,000209 • <^ 

auch wie folgt schreiben: 

k = 35,60 + 0,02168 (^ — 4) + 0,000209 {t — 4)S 

wodurch der Vergleich mit Andreae's Formel: 

h = 35,63 + 0,007889 (^ — 4) + 0,0003113 {t — 4)« 

unmittelbar ermoglicht wird. 

Die ersichtlichen Abweichungen konnen durch den Umstand erklart 
M^erden, dass bei der Aufstellung der differirenden Formeln ohne Zweifel 
verschiedene Versuchsreihen beniltzt und verschiedene Bedingungen 
beztiglich der zu erfUllenden Wiinsche gestellt wurden. 

o) Anfstellung emiprisoher Formeln von der Form: 

y = a -{- bx -^ cx^ + dx^ + • * • ; 

welohe gewisse der Versnohswerthe genauer wie die anderen su 

geben verm5gen. 

Man sieht sich ofters genothigt den verschiedenen Versuchswerthe- 
paaren eine mehr weniger grosse Wichtigkeit, oder wie man auch 
sagen kann ein verschiedenes Gewicht beizulegen, weil denselben aus 
hier nicht naher zu erorternden Grdnden muthmasslich verschieden 
grosse (unvermeidliche Beobachtungs-, Messungs- etc.) Fehler anhaften 
dfirften. 

In diesem Falle wird nun begreiflicherweise gewiinscht, dass die 
Formel jeden einzelnen der Versuchswerthe fiir sich um so genauer 
wiederzugeben vermag, je richtiger muthmasslich er ist, wahrend in 
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den Yorhergegangenen Fallen die Wiedergabe sammtlicher Versuchs- 
werthe mit moglichst gleichem Genauigkeitsgrade verlangt war. 

Da durch jedes der vorliegenden Versachswerthepaare bekanntlich 
ein Punkt der Beziehungscurve und zwar um so scharfer bestimmt 
wird, je geringer der Fehler iat, welcher bei der Ausfuhrung des be- 
trefifenden Versuches nicht vermiedeu werden konnte, so handelt es 
sich im yorliegenden Fall auch offenbar darum, die empirische Formel 
so aufzustellen, dass die derselben entsprechende Curve sich den ein- 
zelxien durch die Yersuchswerthe gegebenen Punkten um so mehr nahert, 
je scharfer mutfamasslich diese bestimmt sind. 

Man yermag nun. den verschiedenen Yersucfaswerthepaaren in 
der Bechnung alsbald ein verschiedenes Gewicht zu verschaffen, 
wenn man annimmt (ob es der Wahrheit entspricht oder nicht)^ 
dass die verscfaiedene Genauigkeit derselben day on herriihre, dass 
sie Mittel der Ergebnisse seien^ von in verschiedener Anzahl wieder- 
bolten Yersuchen. 

Bekanntlich ist man ja berechtigt zu erwarten, dasS; je ofter ein 
Yersuch wiederholt wird, desto naher das Mittel der Ergebnisse der 
Wahrheit riickt. Erweitert man jetzt die Reihe der Yersuchswerthe- 
paare dadurch, dass man jedes derselben so oftmal setzt, als Wieder- 
holungen des entsprechenden Yersuches angenommen wurden^ so erfahrt 
auch die Reihe der zur Ableitung der Normalgleichungen dienenden 
Bedingungsgleichungen eine entsprechende Erweiterung, indem dann 
offenbar jede derselben wieder so oftmal erscheint^ als ihr zu Grunde 
liegende gleichlautende Yersuchswerthepaare vorhanden sind. 

Es wird dadurch einem jeden Yersuchswerthepaar insofem ein 
anderer Einfluss auf die Normalgleichungen beziehungsweise die Con- 
stanten der Formel eingeraumt, als sich dasselbe um so mehr Geltung 
verschafft, je ofter die demselben entsprechende Bedingungsgleichnng 
erscheint. 

Bevor nun weiter auf die Sache eingegangen werden kann^ ist es 
nothig, einige auf das zu losende Problem Bezug habende Satze der 
Methode der kleinsten Quadrate voranzuschicken. 

Man nimmt an, dass die Genauigkeit h einer Reihe von unter 
gleichen Umstanden erhaltenen Yersuchs-, Messungs- oder Beobachtungs- 
resultaten in demselben Yerhaltnisse tvdchst, in dem der denselben an- 
haftende mittlere Fehler m (dessen bereits auf Seite 22 Erwahnung 

gethan wurde) abnimmt^ so dass /» = — gesetzt werden kann. 

Es yerhalten sich daher die Genauigkeiten h^ und Aj zweier Gruppen 
Yon BeobachtungsresultateU; deren jede unter anderen Umstanden 
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erhalten wurde, umgekehrt, wie die denselben anhaftenden mittleren 
Fehler m^ und m^f so dass die Proportion: 

h. ih^ = — : — 
^ ^ nil m^ 

besteht. 

Macht man statt einer einzelnen Beobachtung, der etwa ein mitt- 

lerer Fehler m, also die Genauigkeit h = — zuk5mmt, p wiederholte 

Beobachtungen, so kommt nach den in die Methode der kleinsten 
Quadrate aufgenommenen Lehren der Wahrscheinlichkeitsrechnung dem 
arithmetischen Mittel aus sammtlichen p Beobachtuugsresultaten eine 
erhohte Genauigkeit H zu, welche aus der Formel: 

H^^h'Yp 
berechnet werden kann. 

Es erh&ht sich die Genauigkeit h dadurch -.- = yp mal und ver- 

ringert sich im gleichen Verhaltniss der mittlere Fehler. 

Man kann jetzt auf Grund des eben Gesagten nachstehende Satze 
aussprechen^ welche fiir das hierauf Folgende wichtig sind. 

1) Die Genauigkeit H des oms (p) tviederholten JBeobachtungen hervor- 
gegangenen arithmetischen Mittels wachst proportional mit der Quadrat- 

wurzel aus der Anzahl der Beohachtungen, also mit Yp. 

2) Durch die pmalige Wiederholung einer Beobacktung wird die 

Genauigkeit des Besultates j~ oder yp mal erhoht, also der mittlere Fehler 
Ypmal verringert, 

3) Eine {-jr)' ^^ Vp w«%^ Vergrosserung der Genauigkeit (resp. 
eine ebenso ofbnalige Verringerung des mittleren Fehlers) wird durch 

(77\ 2 
y) - oder p malige Wiederholung der Beobacktwng bewirkt. 

Sind die zu den folgenden Werthen: 

der unabhangig Veranderlichen gehorigen, durch Versuche oder Beob- 
achtungen erhaltenen Werthe: 

der abhangig YeranderlicheU; und kommen diesen yerschiedene Genauig- 
keiteU; namlich: 

etwa deshalb zu, weil sie die arithmetischen Mittel von beziehungs- 
weise: , 

Pi} Pif Pz • • • Pn 
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wiederholten Versuchen bilden, welche init gleicher Genauigkeit h durch- 
gefUhrt warden; so mUssten ofifenbar: 

sein und Bich verhalten: 

Pi 'Pi 'P$''"'Pn = Si^'- B^ iH^^i": Hr?. 
Man nennt nun die Zahlenwerthe: 

{Piy Pt7 P^r - Pn) 

die Gewichte der Beobachtungsresultate: 

(yi , beziehnngsweise y^ , y3> • • • y»); 
und verstefat unter denselben jene Zahlen, welche angeben, aus wie- 
viel wiederholten Beobachtungen von der gleichen Genauigkeit h man 
beziehnngsweise Beobachtungsresultate : 

als Mittdwerthe hervorgegangen zu denken hat, damit denselben die 
angenommenen Genauigkeiten: 

H^y flg, H^, ' " Hn 

zugesprochen werden konnen. 
Haften den Werthen: 

der abhangig Veranderlichen y in der Beihe der Versuchswerthepaare: 



x^ 



X^ J fl?3 

1^2 lys 



. • • 



ly. 



fi 



beziehnngsweise die mittleren Fehler: 

Wj, Wg, Wg, • • m, 

an, sind daher diese Werthe von y beziehungsweise mit den Ge- 
nauigkeiten : 

jQ I = , XI 2 = , jfcl o = , • • • Hn = 



Wj ' " w, ' ** fWj ' m 



n 



bestimmt worden, so hat man umgekehrt denselben bei der Aufstellung 
der empirischen Formel offenbar die Gewichte: 

beizulegen. Es ist dann fQr das Versuchswerthepaar: 



X 

' die Bedingungsgleichung y^= a-\-bXi + ^x^ H P\ mal; 

y y, „ y^^a + hx^ + cx^^ -\ jP2mal, 

Stelnhanser, ompirische Formeln. 7 
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^3 



die BediDgungsgleichung ys = a + fta^g + <^^z * 'i>3 ™al, 



X 

" die Bedingungsgleichung y„ = « -j- J^^ -j- ca:„^ • • \Pn mal 
yn 

in Rechnang zu stellen, so dass schliesslich folgende Bedingungs- 
gleichungen erhalten werden: 

PiVi =JPi« + JPi^a^i + p^cz,^ -\ 

JPs^s =1>3« +Pz^^z + ft^^s* H 



Aus denselben ergeben sich in bekannter Weise die Normalgleichungen: 

mit Hilfe deren die Constanten a^ h^ c etc. berechnet werden konnen. 
Urn das Gesagie noch besser zu erlaatern, moge aus den be- 
kannten Yersuchswerthepaaren: 



a?! = — 17,8 
y, = 2,48 ' 



X, = + 4,2 ^3 = + 16,3 (X, = + 20,3 

y,= 5,00' ly,= 6,00' ly,== 8,00 

eine empirische Formel yon der Form: 

y = a -}- bx 

aufgestellt werden, aber unter der Bedingung^ dass obigen Wertiien 
der abhangig Veranderlichen y beziehungsweise die Gewichte: 

beizulegen sind, weil ihnen die Genauigkeiten: 

|/i«l, 1/2 = 1,41.-. 1/3 « 1,73- •-, >/4 = 2,00 
zukamen, also die mittleren Fehler: 

-L = i,oo, -L_0 7i -L = 0,58, ~ = 0,dO 

anhafteten. 

Im Yorliegenden Falle reducieren sich die angegebenen Normal- 
gleichungen (weil c und die darauf folgenden Constanten gleich Noll 
sind) auf folgende zwei: 
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welche, nachdem 

^ip-y) ^PiVi +^2!/* +i'»ys -hPiy* = 65,480, 

^ip) =l>i +P* +P» -hPi = 10.000, 

^(p-x) =PiXi +i)s«8 +fta:j +piXi = 120,700, 

^(P • y • «) -= Pia^iyi +i'2a;jy8 + p^x^y, +P4,Xiyi = 989,756, 

2(P-^) =^1*1' +P.V H-Psa;,* +J'*V =2797,55 

sind. in 

65,480= 10,0 a + 120,706, 

989,756 = 120,7 a + 2797,55 6 

flbergehen. Es werden hieraus: 

a = + 4,7528, 6 =- + 0,14873 

nnd die empirische Formel: 

y = 4,7528 + 0,14873 a: 
oder: 

p = 4,7528 + 0,14873 1, 

wenn man wieder auf die friUher Ublich gewesene Bezeichnung Uber- 
geht, weil jetzt eine Verwechslung der Atmospharendriicke p mit den 
Gewichtszahlen p nicht mehr zu besorgen ist. 
Diese Formel gibt fUr: 

ti 17,8, t, = + 4,2, h = + 16,3, t^ = + 20,3 

als zngehorig: 

i>/- 2,105, !>;= 5,377, p,'= 7,177, p,' == 7,772 
statt: 

p^= 2,480, 1)2= 5.000, 1)3= 7,000, p^ ^ 8,000 

und sind daher, die Richtigkeit der Verstichswerthe voraasgesetzt, die 
Rechnungswerthe mit folgenden Fehlern behaftefc: 

tf^ = — 0,375, *2 = + 0,377, *3 = + 0,177, d^= — 0,228, 

deren algebraische Summe: 

s = *i + *2 + *8 + *4 = - 0,049 
betragt. 

Die erzielten Resultate stimmen nun scheinbar nicht mit den ge- 

hegten Erwartungen Qberdin , da (numerisch) ^4 > ^3 auch d^ > d^ ist, 

7* 



<^ 
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also nicht dort die kleineren Fehler erscheineii; wo der grosseren 
Genauigkeit der Versuchswerthe wegen die grossere Annaherang der 
Rechnungs- an die Versuchswerthe gewfiDScht wird* 

Ein klein wenig Ueberlegung und die Betrachtung der Figur 1 
werden aber es alsbald begreiflich erscheinen lassen, dass die der Yor- 
liegenden empirischen Formel entsprechende Gerade ja gar nicht be- 
fahigt ist; sich gJeichzeitig gewissen Punkten der BeziehungsctirtTe in 
bestimmter vorgeschriehener Weise zu nahern, da sie sich zu diesem 
Zwecke stellen weise abbiegen, also in eine Curve umwandeln miisste. 

Vergleicht man aber obige Fehler: 

d^ = — 0,375, ^2 = + 0,377, *3 = + 0,177, d^ = — 0,228 

mit jenen, welche friiher auf Seite 33 fiir denselben Fall, jedoch unter 
der Bedingung erhalten wurden, dass sich die Gerade der Beziehungs- 
curve im Ganeen aufs Beste anschliessen soil, das ist mit den Fehlem: 

*i = — 0,18, *2 = + 0,40, «3 = + 0,10, «4 = — 0,33, 

so ersieht man, dass erstere numerisch dbgenommen hahen beziehungs- 

weise um i 

-0,195, +0,023, —0,077, +0,102, 

wobei den negativen Zahlen Zunahmen entsprechen. 

Es hat daher, so wie es der Sache entspricht, der Fehler 8^ be- 

trachtlich zugenommen, hingegen S^ etwas und S^ betrachtlich ab- 

genommen. Der Sache nicht entsprechend zu sein scheint die allerdings 

' nur geringe Zunahme des Fehlers dg, welche sich aber dadurch erklart^ 

dass dieser Fehler ja friiher schon relativ klein war. 

Man ersieht demnach, dass den ausgesprochenen WQnschen im 
Ganzen denn doch so gut als moglich Rechnung getragen ist. 

Einer Aufklarung bedarf vielleicht der Umstand, dass bei der 
Wiedergabe der Fehler von Seite 33 ein Zeichenwechsel vorgenommen 
wurde. Derselbe ist dadurch begriindet, dass diese Fehler fruher als 
Abweichungen der Versuchswerthe von den als richtig angenommenen 
Rechnungswerthen erscheinen, hie;r aber umgekehrt als Abweichungen 
der Rechnungswerthe von den als richtig angenommenen Versuchs- 
werthen aufgeftihrt werden mussten, um den Vergleich vornehmen zu 
konnen. 

Zu den im Anhang bisher besprochenen Aufgaben ware noch 
hinzuzufQgen: 

Die Berechnung gewisser Tabellen ans empirischen Formeln y' 

von der schon auf Seite 3 andeutungsweise Erwahnung geschah. 
Es handelt sich dabei um Tabellen, welche far den praktischen 



1 



Die Berechnung von Tabellen aus empirischen Formeln. 101 

Gebrauch jene Werthe der unabhangig Veranderlichen y enthalten, 
die zu den nach einer gewissen constanten Differenz fortschreiteuden 
Werthen der unabhangig Veranderlichen x gehoren. 

Es braucht ^obl kaum gesagt zu werden^ dass man zu einer 
solchen Tabelle durch directe Berechnung eines jeden einzelnen Ta- 
bellenwertfaes aus der Formel gelangen kann. 

Diese zeitraubende und milhsame Methode kann oft dadurch wesent- 
lich vereinfacht werden, dass man jeden Tabellenwerth aus seinem un- 
mittelbar vorhergehenden zu berechnen sucht. 

Bei den bis nun besprochenen Formeln von der Form: 

j/= a + 6a; + cx^ + • • • 
kann dies nun leicht wie folgt geschehen. 

Ist vorerst: 

y = a -^ bx 

die Formel, nach der eine Tabelle berechnet werden soil, und d die 
Differenz jener arithmetischen Reihe (erster Ordnung), nach welcher 
die X fortschreiten, so sind offenbar: 

Xn = [x^ + (w — 1) d] und rCn+i = [iCj + n • d] 

zwei unmittelbar aufeinanderfolgende Glieder [das n*® und (w + 1)**®] 
dieser Reihe und: 

yn = a + b[Xi-{- (n — I) d] 
beziehungsweise : 

j/„+i = a + b [x^ + n ' d] 

die zugehorigen Werthe der abhangig Veranderlichen. 

Dieselben unterscheiden sich von einander um den constanten Werth : 

2/n4-i — y» == 6 • * = «, 
welcher fQr d = 1 in 6 dbergeht. 

Hieraus ist zu ersehen; dass im vorliegenden Fall die x und y 
nach einer arithmetischen Reihe fortschreiten, deren constante Differenz 
8 beziehungsweise bd ist 

Die gewtinschte Tabelle kann demnach einfach nach folgendem 
Schema berechnet werden: 

a?i = rCi, 0C2=Xi-{'S, Xq=X2+8, X^^X^-^-d, •••^n=^n-l+*; 

yi-=a+bxi, !/2=yi+6*, !/3=y2+&*? 2/4=^3+!!'*; -.y«=yn~i+6<^. 

Bei dieser Berechnungsart, wo y^ aus der Formel, die darauf- 
folgenden y aber nur durch die stete Zugabe von bd erhalten werden, 
ist nicht zu tibersehen, dass eine die Genauigkeit beeintrachtigende 
Fehleransammlung erfolgt, wenn nicht genugend viele Decimalen in b 
Bertlcksichtigung finden. 
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Es ist daher zweckmassig^ in gewissen gleichen Intervallen Weiihe 
Vou y direct aus der Formel zu berechnen. 
Hat man aus der empirischen Formel: 

y = a -{' hx -{- coi? 

eine Tabelle zu berechnen, in welcher die unabhangig Veranderliche x 
wieder, und zwar von x^ ausgehend, nach einer arithmetischen Reihe 
mit der Differenz d fortschreitet, so sind wie oben: 

[x,^{n-\)S] und [x^ + n8] 

zwei unmittelbar aufeinanderfolgende Glieder dieser Reihe [das n^ 
und (n + !)•**], zu welchen beziehungsweise folgende Werthe der ab- 
hangig Veranderlichen: 

y„ = a + [X, + (n - 1)*] . 6 + [^, + (w - 1)*]*. c 
und 

y„+i = a + [jCi + ,1 . d] • & + [Xj + n • d]2 . c 

gehoren. Dieselben unterscheiden sich von einander um die verdnder- 
liche Grosse: 

J/n+i — yn=-S(b-'cS) + 2cd{x,+nd) = S(b- c8) + 2cSxn^i, 

welche zum n^ Glied (yn) der y-Reihe zu addiren ist, damit man zum 
(n + l)'*®^ Glied (y»+i) gelangt, wenn von y^ als dem ersten Gliede 
ausgegangen wird. 

Die gewUnschte Tabelle ist dann nach folgendem Schema za be- 
rechnen: 

zugehorig J/i = « + 6^:^ -f- cxj^, 

V '^2 = 2/1 + [* (& — cd) + 2c8x^~\, 

;; ^4 = ys + [* (ft - cd) + 2cdxJ, 

Auch hier ist es aus ahnlichen Griinden wie oben zweckmassigy 
in gewissen gleichen Intervallen Werthe von y. direct aus der Formel 
zu rechnen. 

Hat man endlich aus der empirischen Formel: 

y = a -f- &^ + ^^^ + ^^ 
unter den bereits bekannten Yerhaltnissen eine Tabelle zu berechnen, 
so unterscheiden sich das n*® und (n+ !)•*• Glied der y-Reihe, das sind: 

yn = a + h[x, + {n^l)8\ + c[x^ + (n^l)8f + d{x, + {n — \)df 

und 

y„+i = a + 6[ii;i + wd] + c [a;^ + n8f + d [a:^ + nd]-\ 

um die veranderliche Grosse: 



x, 


=^ 


Xi, 


t/'O 


— 


a;, 


+ «, 


^3 




x^ 


+ 8, 


Xi 




X^ 


+ s, 
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y^i — y„ = d[b -66 + dd^]+d(2c - 3dS)(x^+nd) + 3dd{x^ + ndy 
oder weil (aJi^+ wd) = Xn^i ist, am: 
y„+i — y^ = d[b-8(dd-^ c)] + (y(2c - 3(?(J)a;„4.i + 3dS • a;^+i. 

Diese Grosse ist wieder zum w*®' Glied (y«) der y-Reihe zu addiren, 
wenn man zum (n + 1)"*®* Glied (yn+i) gelangen will, sofern von y^ 
als erstem Gliede ausgegangen wird. 

Die gewiinschte Tabelle ist dann nach folgendem Schema za be- 
reclinen: 

ri=a;i, zugehorig: Ji = « + bx^ + cx^^ + dx^^^ 
^2=^1+*, „ ya=yi+ { *[6— *(rftf-c)]+(J(2c-3rf(J>g+3d(Ja?j2 } , 
x^=z,+8, „ J/3=y2+ { <J[&-<J(d*-c)]+(J(2c— 3r?(J)T3+3(i(JV } , 
^4=^3+*, „ 2/4=^3+ { S[b^d{dd-c)]+d{2c-Sd8)x,+3ddx,^ ] , 

Auch hier gilt selbstverstandlich das schon frUher in Bezug auf 
Fehleranhaufung und zeitweilige directe Berechnong von y-Werthen 
Gesagte. 

Nachdem Formeln von hoherem Grade, wie schon weit frtlher 
erwahnt wurde, in der Praxis keine Yerwendung finden, ist es ganz 
uberfliissig hier noch weiter zu gehen. 

Bemerkt m5ge nur noch werden, dass vom geometrischen Stand- 
punkte aus die Tabellenwerthe offenbar den Langen (t/) von Ordinaten 
entsprechen, welche in gleichen Abstanden (d) von einander liegen. 

Nach der Abhandlung der im Anhang besprochenen Aufgaben kann 
jetzt auf den zweiten Haupttheil dieses Werkes iibergegangen werden. 
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Der Umstand, dass in manchen Fallen eine parabolische Curve 
von nicht allzuhohem Grade sich der Beziehungscurve nicht geniigend 
anzupassen vermag, anders ausgedrtickt, dass verhaltnissmassig viele 
Glieder der bekannten Reihe: a, bx, cx^^ ds^, • • • erforderlich sind, 
um jene Beziehung genflgend genau ausdriicken zu konnen, die auf 
Grund der Yersuchswerthe als zwischen den Yeranderlichen bestehend 
anzunehmen ist, beweist, dass die Form der als unbekannt anzu- 
sehenden Formel, welche die thatsachlich bestehende Beziehuug genau 
auszudrticken vermag, von jener willktirlich gewahlten Form wesent- 
lich verschieden ist, in welche man die aus den Yersuchswerthen zu 
folgemde Beziehung, die mit der in Wahrheit bestehenden nahezu 
Ubereinstimmt, gewissermassen gewaltsam gezwangt hat. 



^^ 
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Je mehr sich die toillJcUrlich gewahlte Form der aufgestellten Formel 
und zwar vielleicht zufallig der Farm jener unbekannten Formel nahert, 
deren eben gedacht wurde, desto leichter wird einerseits die aufge- 
stellte Formel im Stande sein, die Versuchswerthe selbst innerhalb 
eines grosseren Umfanges mit geniigender Genauigkeit zu geben, anderer- 
seits die der aufgestellten Formel entsprechende Curve vermogen, sich 
der Beziehungscurve selbst auf ein ausgedehnteVes Sttlck befriedigend 
anzunafaerD. 

Wiirde man endlich durch Zufall die Formel genau in jener von 
Yornherein unbekannten Form aufgestellt haben^ so hatte dies zur 
Folge, dass erstere nicht nur die gegebenen Versuchswerthe, sondem 
iiberhaupt alle jene ausser- und innerhalb des Versuchsumfanges liegenden 
Werthe verhaltnissmassig genau zu geben vermochte, welche der Natur 
der Sache nach zu existiren vermogen, anders ausgedriickt, dass die 
der Formel entsprechende Curve sich nicht bios einem begrenzten Stuck 
der Beziehungscurve, sondern der ganzen, soweit selbe uberhaupt aus- 
gedehnt gedacht werden kann, verhaltnissfndssig gut anzupassen ver- 
mochte. 

Dass in dem eben besprochenen Falle weder eine ganz genaue 
Wiedergabe der Versuchswerthe, noch ein vollkommenes Zusammen- 
fallen beider Curven erfolgt, hat offenbar seinen Grund in den Fehlern, 
welche den Versuchswerthen unvermeidlich anhaffcen. 

Man wttrde, wie hieraus zu ersehen ist, schwer wiegende Vortheile 
zu erreichen vermogen, wenn es gelange die Form der aufzustellenden 
Formel immer jener unbekannten, doch zweifellos existirenden Form 
moglichst nahe zu bringen, welche die zwischen den Veranderlichen 
bestehende, doch leider nur mehr weniger unvollkommen aus den 
vorliegendeu (sogar muthmasslich fehlerhaften) Versuchswerthen ent- 
nehmbare Beziehung ausdrQckt. 

Da aber eine jede Annaherung an die richtige Form nur von 
Nutzen begleitet sein wird, so ist es zweckmassig, jede sich dar- 
bietende Gelegenheit zu benutzen, durch welche eine solche erreicht 
werden kann. 

Um nun eine mehr weniger bedeutende Annaherung der Formel- 
form an die besprochene richtige, doch unbekannte Form zu erzielen, 
gibt es folgende Mittel: 

1) Man untersucht (im Einklang mit den Andeutungen auf S. 12) 
ob sich nicht aus der Natur der Sache wenigstens eine allgemeine und 
einfache Beziehung ausfindig macheu lasst, welche zwischen den Ver- 
anderlichen mehr weniger angenahert besteht, um wenigstens dieser 
bei der Formwahl gerecbt werden zu konnen. 
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Wflrde man beispielsweise atis den den Verdnderlichen x und y 
zukommenden Bedeutungen entnehmen koDBen, dass y proportional mit x 
wachsen mass^ so ware die empirische Formal offenbbr in der Form: 

y =: a * X 

aufzustellen und die Gonstante a sodann aus moglichst vielen Versuchs- 
werthepaaren nach der Methode der kleinsten Quadrate zu berechnen. 

2) Man unterzieht die Versuchswerthe einer genauen und spater 
nafaer zu besprechenden Untersuchung^ um aus denselben zu erforschen^ 
nach welchem bekannten und verhaltnissmassig einfachen Gesetz we- 
nigstens annahernd die abhangig Yeranderliche y wachst oder abnimmt^ 
wenn die unabhangig Yeranderliche x nach einer arithmetischen oder 
einer anderen Reihe fortschreitet^ da sich dann leicbt eine Formel 
aufstellen last; welche dem beztiglich der Fortschreitung der y mit 
den X aufgefundenen Gesetz entspricht. 

Das in PunJct 1) Gesagte moge durch folgendes Beispiel erlautert 
warden: 

Es besteht ohne Zweifel zwischen der Stromstarke s und dem 
Winkel a^ um welchen dieselbe die Nadel einer sogenannten Tangenten- 
boussole abzulenken vermag^ eine bestimmte Beziehung, da zu jeder 
Stromstarke (s^, ^2, s^ etc.) ein gewisser Ablenkungs winkel (a^, a^, a^ etc.) 
gehort. 

Eine nahere Untersuchung der Natur der Sache lasst nun mit 
Bestimmtheit erkennen^ dass s proportional mit der trigonometrischen 
Tangente des Ablenkungswinkels (also mit tg a) wachst^ weil sich 
die Stromstarken (s^, s^, s^ etc.) verhalten wie die trigonometrischen 
Tangenten der zugehorigen Ablenkungswinkel (a^, c^, a^ etc.). 

Es folgt eben aus: 

5i : ^8 : 53 : • • • = tg a^ : tg a^ : tg ttg : . . , 

tg «! tg tta tg ofg * ' ' ^ 

wo To eine Gonstante ist^ also allgemein: 
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= Tz oder 5 = A • tg a . 



tga 

Man ist demnach im Stande, aus der durch einen Strom an 
einer Tangentenboussole bewirkten Ablenkung a die Starke s desselban 
zu berechnen, wenn man den der betreffenden Tangentenboussole eigen- 
thiimlichen Werth der Gonstanten h, namlich den sogenannten Be- 
ductionsfactor kennt. 

Obgleich derselbe direct aus gewissen Dimensionsverhaltnissen des 
Instrumentes etc. berechnet werden kdnnte, so pflegt man ihn doch 
gewohnlich aus einer Reihe von Yersuchswerthen zu bestimmen. 



106 II. Die Anfetellong empirischer Formeln nach begrfindeter Form. 



Sind: 
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die darch Versuche gefandenen zusammengehorigen Werthe der Strom- 
starken und Ablenkungswinkel, welche beziehungsweise den y und x 
entsprechen, so lassen sich aus denselben die folgenden Bedingimgs- 
gleichungen: 

Sg = i . tg ag 

$^ = Jc'tga^ 

• ■ * • • 

Sn = JC' tg a« 

aufstellen^ von welchen allerdings jede einzelne schon zur Berechnung 
von h genUgte, wenn die Versuchswerthe fehlerlos waren. 

Da dies aber nicht der Fall sein dtlrfte^ so wird man alle Gleicli- 
ungen gleichzeitig beriicksichtigen, indem man aus denselben h nach 
der Methode der kleinsten Quadrate berecbnei 

Es folgt nun aus den Bedingungsgleichungen die zur Berechnung 
der Cbnstanten Jc dienende Normalgleichung: 

V(s.tga) = A:.V(tg««), 



^ 



woraus : 



oder: 



wird. 



, _ 2(8 tg a) 
'^ — 2(tg'a) 



k 



te*ai + tg'oj + V QTg H + tg* a„ 



Derartige Falle kommen haufig vor; da dieselben aber dem Wesen 
nach YoUig Ubereinstimmen^ so gendgt die Angabe des vorstehenden 
Beispieles^ sowie die Auffiihrung der allgemeinen Gleichungen, welche 
zur Losung der Aufgabe erforderlich sind. 

Soil aus den Yersuchswerthen: 



re, 



[Vi 



X, 



iya 



a?3 

1^3 



Xn 
Vn 



eine Formel von der Form: 

y = a . f{x) 

aufgestellt werden (der die obige Gleichung s = h*iga entspricht, 
weil nur 5 = y, ft «= a, a «= ic, tga = /'(ic) zu setzen sind), so er- 
geben sich aus denselben die nachstehenden Bedingungsgleichungen: 
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yn = af{xn) , 
ana welchen die Normalgleichung: 

und scbliessllch als Werth der Gonstanten: 

folgt. 

Bei dem zweiten der fruher angefUhrten PunMe wird es n5thig 
werden langer zu verweilen, da nichts anderes iibrig bleibt, als die 
einfacheren und haufiger vorkommenden Ergebnisse, welche die nahere 
Untersuchung der Versuchswerthe y in Bezug auf ihr Fortschreiten 
mii X zu Tage fordern kann, der Reihe nach zu besprechen. 

Hiezu ist aber zu bemerken^ dass die Auffindung des Gesetzes, 
nach welchem etwa, wenn auch nur aniiahernd, die abhangig Yer- 
anderliche y fortschreitet^ wenn die unabhangig Yeranderliche x nach 
einer arithmetischen oder einer gewissen anderen Reihe wachst, offen- 
bar dadurch wesentlich erschwert wird, dass gewohnlich die Versuchs- 
werthe in Bezug auf x nicht in gleichen oder gesetzmassig sich 
andernden Abstanden von einander liegen, man daher erst aus den 
Versuchswerthen durch Interpolation die erforderlichen in gleichen oder 
gewissen Abstanden von einander stehenden Zwischenwerthe bestimmen 
mfisste. Dies aber konute nur sehr ungenau geschehen, da das Gesetz 
der Fortschreitung nicht bekannt ist, ja eben erst gesucht werden soil. 

Diese Schwierigkeit kalin nun Hberwunden werden, wenn man, 
was gendgt, siur graphischen Intetpolatim seine Zuflucht nimmt, nam- 
lich in bereits bekannter Weise aus den Versuchswerthepaaren die 
Beziehungscurve construirt, und von der Ordinatenaxe ausgehend in 
gleichen, oder in gewissen, sich uberhaupt gesetzmassig andernden 
Abstanden Ordinaten zieht. 

Es entspricht daun beispielsweise der eventuelle constanie Abstand 
der parallelen Ordinaten der Differenz S einer arithmetischen Reihe, 
namlich jener, nach welcher dann die Werthe der unabhangig Ver- 
anderlichen x fortschreiten, wahrend den Gliedem der gleichzeitig von 
den Werthen der abhangig Yeranderlichen y durchschrittenen Reihe 
die Langen der in den gleichen Abstanden d aufeinander folgenden 
Ordinaten entsprechen. 






^8 = ^2 + * 

) • • • 

1^3 
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Man entnimmt sodann der graphiscben DarstellaDg die aafeinander 
folgenden und zusammengeborigen Glieder beider Reiheu, namlich die 
Werthe: 

X2 =^ ^1 ~r 

< 

.y2 

x^ = Xn-i + 5 = ic, + (n — l)d 

iy» 

um untersucben idx konneD^ nacb welcbem Gesetze, wenn aucb nur 
annabernd, die Glieder {y^y y^^ y^, ... y^) der Reibe der y gebildet 
erscbeineD. 

Da man denmacb, wenn solcbe Reiben zusammengeboriger Werthe 
von X und y nicbt scbon von vomeberein vorbanden sind^ iuimer durch 
graphische Interpolation aus den vorbandenen Yersucbswertben biezu 
gelangen kann, so moge in der Folge angenommen werden, dass immer 
derartige Reiben zum Zweek der naberen Untersucbung zu Gebote 
stUnden. 

Es wird jetzt besprocben werden, welche Form man den empi- 
riscben Formeln zu geben bat^ wenn die Glieder der Reibe, nacb 
welcber die y unter bestimmten Verbaltnissen fortscbreiten, nacb ge- 
wissen einfacberen Gesetzen gebildet erscbeinen. 

1) Die Werthe der dbhdngig Verdnderlichen y seien reciprok den 
mgehorigen Werthen der undbhdngig Verdnderlichen x oder einem be- 
stimmten (dem m^^) Theil derselhen. 

Das eventuelle Besteben dieses Gesetzes kann offenbar aucb dann 
erkannt werden, wenn die Versucbswertbe in Bezug auf x nicbt in 
gleicben Abstanden von einander liegen. Es ist daber im vorliegenden 
Fall die Zubilfenabme der grapbiscben Interpolation ganz iiberflussig. 

Das ausgesprocbene Gesetz drUckt sicb obne Zweifel aus in seinem 
ersten Tbeil, in der Form xy = 1 oder: 

1 

in seinem zweiten Tbeil in der Form — • v = 1 oder: 

m ^ 

m 

Da die erstere Gleicbung nur einen speciellen Fall der zweiten 
darstellt (wo namlicb m = 1 ist), so soil nur von letzterer weiters 
die Rede sein. 

Nacb den Lebren der analytiscben Geometric ist die geometriscbe 

Bedeutung der Gleicbung: 

m 




n. Die Anfstellang empirischer Formelo nach begrCUideter Form. 109 



eine in der Fig. 10 dargestellte gleichseitige Hyperbel, welche 
die Coordinatenaxen des Systemes 1 0^1 zu Asymptoten bat. 
Man erkennt dies zum Theil 



ans dem Umstande^ dass 
X = + Xi das zugehorige 



fiir 



Fig. 10. 



yi 



m 



± «1 



+ ^ wird , 



dass also far einen und denselben 
abwechselnd positiv and negativ 
genommenen Werth (x^) von x 

nur ein Zahlenwertb (— ) von y 

erb alien wird, der positiv, be- 
ziehongsweise negativ ist. 

Es entspricbt somit der 

Gleicbnng y = — eine Curve, 

welcbe aus zwei gleichgeformten, 
docb verkebrt liegenden Aesten 
bestebt, von denen der eine im 
ersten, der andere im dritten Quadranten liegt. 

Da weiter flirir== + 0; y=s-j-oo and fQr a; = + oo, y = + 
folgty so bilden die Coordinatenaxen Asymptoten, denen sieb die Curven- 
aste fortwabrend nabern, obne sie je tbatsacblicb zu erreicben. 

Das Gesetz der Reciprocitat zwiscben y and — , ausgedrtlckt dareb 




m 



die Gleicbung y = — ; wird wobl selten bei Versuebswertben unmittel- 

bar angetroffen werden; dies wobl desbalb niebt, weil dieses Gesetz 
modificirt wird, wenn z. B. die mebr weniger genau ein Stdck einer 
gleicbseitigen Hyperbel darstellende Beziebungscurve so lage, dass der 
Mittelpunkt dieser Hyperbel niebt mit dem desjenigen Coordinaten- 
systemes zusammenfiele, in welcbem die Beziebangscurve aus den Ver- 
sucbsweribepaaren gezeiebnet erscbeint. 

Es wiirde sodann in dem relativ einfacben Fall, wenn die Be- 
ziebungscurve als Hyperbel im System 1 0^1 bloss parallel verscboben 
erscbiene, derselben eine Gleicbung entsprecben, die man aucb durcb 
Transformation der obigen Gleicbung auf ein neues, dem System 
lO^J parallel liegendes System, IIO^II erbalt. 

Zu der transformirten Gleicbung gelangt man einfacb dadarcb, 
dass man statt der Coordinaten x und y des ersten Systemes die des 
zweiten, namlicb x^ und yj eiiif^bri 
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8md a und b die Coordinaten des Hyperbelmittelponktes 0^ im 
nenen System, so ist: * 

X^X^ — a, y = y^ — b, 

folglich: y^_6 = -_^ 

die Gleichang der gleicbseitigen Hyperbel desgleichen im neqen Systeme, 
welche nach Weglassmig der jetzt tlberflOssigeii Zeiger und nach 
einigen Zeicbenwechseln aucb wie folgt geschrieben werden kann: 

wo a mid b mit jenen Zeicben bebaftet erscbeinen, welche diesen 
GrSssen als Coordinaten binsichtlicb ihrer Lage im Systeme IIO^II 
entsprecben. ^tLrde man yon der Gleicbung: 

y _ 

ausgegangen sein, welcber, wie man sich leicbt dberzengt, dieselbe 

Hyperbel wie der Gleicbung y = H entspricht, die aber nur ihre 

Aeste im zweiten und vierten Quadranten liegen bat, wie dies die 
punktirte Curve in Fig. 10 darstellt, so batte man durch die Trans- 
formation offenbar die Gleicbung: 

erbalten. Da die beiden Gleicbungen: 

y =sb und y = 6 H 

^ a—x ^ * a—x 

aucb wie folgt geschrieben werden konnen: 

y = ft 4- """* und « = 6 + — — , 
^ ' a — x ^ ' a— a;' 

in welchen Formeln die Zeicheo in den Zablem die Qualii&t der 
Grosse m bezeichnen, tlberdies die Constanten a und b als Coordinaten 
des Hyperbelmittelpunktes desgleichen befabigt sind, sowobl positive 
als negative Zablenwerthe auzunebmen, so sind in Bezug auf die gleich- 
zeitigen Zeicben von b, a und m nur folgende acht Falle moglich: 

1) (+6, +a, +m) 



2) 


(+fc, 


a, 


+ m) 


3) 


(-6, 


+ «, 


+ f») 


4) 


(-h, 


a, 


+ m) 


5) 


(+&, 


+ «, 


— m) 


6) 


(+6, 


-a, 


-m) 


7) 


i-b, 


+ o, 


-m) 


8) 


(-6, 


-a, 


— in). 
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Es liegen dann^ wegen des Zeiehens yon m dem Yorbergehendeii 
gemasS; die beiden Hyperbelaste in den Fallen 1 bis incl. 4 im 
zweiten and vierten^ in den Fallen 5 bis incl. 8 im ersten und dritten 
Quadranten jenes rechtwinkligen Coordinatensystemes (70^7), welcbes 
Yon den Asymptoten der gleicbseitigen Hyperbel als Axen gebildet wird. 

Aus den Zeicben der Constanten a und b ist zu erseben^ dass 
der Mittelpunkt der Hyperbel in den Fallen (1 und 5) im ersten^ 
(2 und 6) im zweiten^ (4 und 8) im dritten und (3 und 7) im vierten 
Quadranten des Systemes IIO^II liegt. 

Scbreibt man die Formel: 



y = 6 + 



m 



in der Form: 

so ersiebt man einerseits. dass die Grossen und (a — x) einander 

reeiprok siud^ und erfabrt andererseits was mit den Yersucbswertben 
zu gescbeben bat^ damit das eyentuell in modificirter Form bestebende 
Reciprocitatsgesetz erkennbar bervortritt. 

Man bat namlicb^ wie dann naber erlautert wird^ aus den beiden 
Reiben der bekannten x und zugeborigen y zwei neue Beihen zu bildeU; 
yon denen man erbalt: 

die erste dadureb^ dass man sammtbcbe x yon einer und der- 

selben gewissen Constanten a abziebt, 

die eweite dadurcb, dass man die sSmmtlicben um eine gewisse 

Constante h yerminderten y dureb eine gewisse Gonstante m diyidirt. 

"Ware nun eine yorliegende Reibe von Yersucbswertben auf ein 
etwa bestebendes Reprocitatsgesetz zu untersucben, bevor zur ziem- 
licb miibsamen Aufstellung der empiriscben Formel nacb der Form: 



6 + 



m 



a — X 

(und zwar mittelst der Metbode der kleinsten Quadrate) gescbritten 
wird 7 so sucbe man wenigstens wie folgt zur annabemden Eenntniss 
der Constanten hj a und m zu gelangen. 

Man stelle aus drei moglicbst weit yon einander entfernt liegenden 

Versucbswertbepaaren nacb der Formel y = h -\ — ^^^ die Bedingungs- 

gleicbungen auf. 

Dieselben werden nun, wenn 

1 1 *^2 I 3 

die betreffenden Yersachswerthepaare sind, lauten: 
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BV 



A 



yi = ^ + 



m 



a — re, 
m 



Aus denselben ergeben sich dann: 



6 = 






^1(^2 — Vs) + ^i(y3 — Pi) + «8(yi — 3/1) ' 

und w = (a — iCi) (y^ — 6) »= (a — a:^) (y^ — 6) = (« — ^) (Vs — &) • 
Hit Hilfe der f^r die Constanten a, b und m gefundenen Zahlen- 
wertbe bilde man in der oben angegebeoen Weise aus den Versuchs- 
werthen die gewissen zwei Zablenreihen, deren jede sodann mehr weniger 
genau die Reciproken der in der anderen Reihe aufeinander folgenden 
Zahlen enthalt, wenn thatsachlich zwiscben den zusammengeborigen 
Wertben der Veranderlicben x und y, wie sie in der Versuchsreibe 
erscbeinen^ das modificirte Reciprocitatsgesetz bestebi 

Folgendes Beispiel wird die Sacbe nocb besser erlautern. 
Es sind die auf Seite 72 in Betreff der Spannkraft des Wasser- 
dampfes angegebenen Yersucbswertbe: 



x^ = 



Vl 



X 



= 23,85 

[y, = 22,24 



x^ = 52,12 
y, « 101,40 ' 



= 4,525 ' 

x^ = 91,34 I Xg = 100,87 

y, = 553,03' [y5 = 779,73 

auf ein etwa zwiscben den Veranderlicben bestebendes Reciprocitats- 
gesetz zu untersucben. 

Zu diesem Zwecke stelle man, da sicb das auf Seite 108 aus- 
gesprocbene reine Reciprocitatsgesetz zwiscben den VeraDderlicben nicbt 
zeigt, bebufs Priifung derselben auf das modificirte Gesetz etwa aus 
folgenden Versucbswertbepaaren: 

Xi = |ir3 = 52,12 fa;5 = 100,87 

y, = 4,525 ' \y, = 101,40 ' \y, = 779,73 

AM 

nacb der Formel y = 6 H die Bedingungsgleicbungen auf. Sie lauten: 

4,525 = 6 + „-^5 
101,400 = 6 + "• 
779,730 = 6 + 



o — 52,12 
m 



o — 100,87 



II. Die Anfstellung empirucher Fonnelu nach begrdndeter Form. 113 

Au8 denselbeD berechne man nach den frilher angegebenen Formeln 
die Werthe der Gonstanten b, a und my vergesse aber dabei nicht^ 
dass in diesen Formeln selbstverstandlich f£Lr (x2 und y^), sowie 
(^3 nnd ^3); beziehungsweise die hier (x^ und ^3)^ sowie (a?5 und y^) 
znkommenden Werthe einzusetzen sind. Man erhalt: 

6 = — 114,99178, a = + 116,42157, w — 13914,33127 , 

also die wahrscheinlicb noch relativ ungenaue Formel: 

y = - 114,99178 + ii6,42i67 - re' 

Ziebt man jetzt, entsprechend dem Werthe (a — x), von a«=s 11 6,42 157, 
die sammtlichen der Reihe nach x znkommenden bekannten Werthe 
ab, so erhalt man als erste und sswar au$ den Werthen von x abgeleitete 
Reihe von Zahlen: 

116,42157, 92,57157, 64,30157, 25,08157, 15,55157. 

Zieht man femer die Zahl & s= — 114,99178 von sammtlichen der 
Reihe nach y znkommenden bekannten Werthen ab und dividirt die 
sodann yerbleibenden Reste durch m = 13914,33127, entsprechend dem 

Werth ^"" , so erhalt man ais zweite und zwar aus den Werthen von y 

abgeleitete Reihe yon Zahlen: 

0,00859 , 0,00986 , 0,01555 , 0,04801 , 0,06430 , 

welch letztere den darfiberstehenden Zahlen der ersten Reihe reciprok 
sein mdssten, sofern das besprochene Reciprocitatsgesetz besteht. 

Es sind nun beziehungsweise folgende Zahlen denen der ersten 
Reihe reciprok: 

0,00859, 0,01080, 0,01555, 0,03987, 0,06430. 

Dass der erste, dritte und fiinfte dieser Werthe beziehungsweise 
mit dem ersten, dritten und fiinften Glied der zweiten Reihe genau 
iibereinstimmt, hat nichts Ueberraschendes an sich, da ja die Gonstan- 
ten a, h und m aus dem ersten, dritten und fiinften Versuchswerthe- 
paar berechnet worden sind. 

Von Wichtigkeit fiir die Untersuchung ist es nur, ob sich auch 
der zweite und vierte Werth dem Gesetze fiigt, was, wie man sieht, 
wohl nur wenig angenahert der Fall ist. 

Stimmen die als Glieder der zweiten abgeleiteten Reihe aufeinander 
folgenden Zahlenwerthe mit denen der Reciproken der die erste ab- 
geleitete Reihe bildenden Werthe nur mehr weniger naherungsweise 
tLberein, so beweist dies, dass zufolge der yorliegenden Versuchswerthe 
zwischen denVeranderlichen x und y das besprochene Reciprocitatsgesetz 
nur mehr weniger angenahert besteht, dass also auch die Formel 

Steinhftuser, empiriiohe FormeliL 8 
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y «= 6 -| — ^3- nur einen mehr weniger angenaherten Ausdruck des 

fraglichen Abhangigkeitsgesetzes bildet. 

Die Annaherung kann nach S. 78 beliebig erboht werden dorch 
eine entsprecheude Yermebrung der Constanten^ resp. der Anzabl der 
in die Formel aufgenommenen Glieder. 

Wird bievon Gebraucb gemacbt, und lasst man ancb bier nor 
Glieder aufeinanderfolgen^ welcbe nacb einem gemeinsamen Geseiz 
geformt ersebeinen^ was sieb im AUgemeinen als zweckmassig erweist, 
so ergibt sicb eine neue Grundformel: 

nacb welcber empiriscbe Formehi aufgestellt werden konnen. 

Dieselbe gebt unter der Yoraussetzung^ dass a bekannt sei, weil 
in diesem Falle (a — x) =^ X gesetzt werden kann, in: 

y = ^ + x + x^ + x8'^ — 

tiber und entspricbt dann der Gruppe der sogenannten hyperbolischen 
Curven, welcbe ein Gegenstiick zu den yielbesprocbenen parabolischen 
Ourven bilden. 

Es ertlbrigt jetzt nocb anzugeben, wie aus den etwa in uber- 
scbiissiger Anzabl vorbandenen, aus den Yersucbswertben nacb der 
Grundformel: 

^^ ~ "^ {cT—'x) + {a^^y + (a — xy "^ 

y = ^ + x + x* + x»^ — 

aufgestellten Bedingungsgleicbungen die Gonstanten A^ By Cy D etc^ 
sowie eventuell aucb a nacb der Metbode der kleinsten Quadrate be- 
recbnet werden konnen. 

Bebalt man yorerst bios die jstveite dieser Gleicbungen im Auge, 
welcbe, nebenbei bemerkt, weit leicbter wie die erste zu bebandeln ist^ 
so lauten offenbar die nacb derselben aufgestellten Bedingungsgleicb- 
ungen wie folgt: 

3/1 = ^ + x" + x"« + X ■« H 

■^ ^1l| *^^1 *^^1 

Vi •= ^ + X^ + X^i + Xp "^ 

y» •= ^ + ir + 3r« + 3r~» H — 

-Aj -^8 -^8 






•2^ .^ii' 
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Aus denselben ergeben sich in bekannter Weise die nachstehenden 
Normalgleichungen : 

2<y) - 2u) + ^Hii) + .2'(i)*+ D -2^)'+ ■ ■ ■ 

• } 

welcbe gerade ausreicben zur Berecbnung der Constanten A, B, (7, D etc. 

Befindet sicb aber eine der erst zu berechnenden Constanten (a) im 
Nenner^ wie dies bei der ersteren der obigen zwei Grundformeln der Fall 
ist, so stosst man auf vorlaufig nicbt naher zu erorternde Scbwierig- 
keiten^ die (immerbin nicbt zum Yortbeil fUr die Sacbe) umgangen 
warden konnen^ wenn man die im Nenner erscbeinende Gonstante (a) 
aus der erforderlicben Anzabl passend gewablter Bedingungsgleicbungen 
(also obne Berucksicbtigung der tiberscbiissigen) berecbnet, und erst 
bieraof mit Hilfe der Metbode der kleinsten Quadrate unter Beniitzung 
des nun bekannten Wertbes (a) die tibrigen Constanten (A, B, C> D etc.) 
bestimmt^ was sodann ganz anstandslos gescbeben kann. 

Kebrt man vorerst zur relativ einfacbsten dieser Formeln, d. i 
zu der auf Seite 111 angefUbrten Formel: 

6 1 ^ 

zuriick, die nun nacb der neueren Bezeicbnung wie folgt gescbrieben 
werden muss: 

und erinnert man sicb, dass fiir den besprocbenen speciellen Fall 
aus den gewissen drei Bedingungsgleicbungen auf Seite 112 nacb- 
stebende Wertbe fUr die Constanten resultirten: 

6 = - 114,99178 = A, w = 13914,33127 = B , 
und 

a = + 116,42157 = a, 

so kann unter Beibebaltung des Wertbes a zur Aufstellung einer empi- 
riscben Formel nacb der Form: 

y ' 116,42167 — X 

gescbritten werden, in welcber nur mebr die Constanten A und B 

8* 
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aus den auf Seite 112 angegebenen Yersuchswerthen nach der Methode 
der kleinsten Quadrate zu berechnen sind. 

Zur Berechnung derselben dienen dann offenbar die zwei Normal- 
gleichungen: 

2'(y) = ^(A) + B -^die^ia^ ^ "°^ 

^ 1^*116,42167 — a;! ~^^\1 16,42167 — a:/"^- ^'^ \116,42157 — x) ' 

deren einzelnen Gliedem folgende Zahlenwerthe zukommen: 
^(A) = 6A, ^(y) = 1460,925, ^'dlMaiVv-^.) = ^'139118, 

Es gehen infolge dessen die allgemeinen Normalgleichangen in 
nachstehende specielle fiber: 

1460,925 =5A + 0,139118 B , 

74,043708 = 0,139118 A+ 0,0061571?, 
aus welchen sich 

A 114,241006 und B = + 14607,2041768 

ergeben, wahrend von frtlher her o s= a «= -j- 116,42157 ist. 
Die empirische Form el lautet daher: 

t/ = - 114 241006 4- il??-^'10illL 

y = li4,^41UUO -t- iig 42157 _ ^ 

und gibt fur: 

ajj = , ajg = 23,85 , x^ = 52,12 , x^ = 91,34 , x^ = 100,87 , 

als zugehorig: 

y/= 11,227, y,'= 43,552, y3'=112,926, y;= 468,147, y^^ 825,034, 

statt: 

y, = 4,525 , y^ = 22,240 , y^ = 101,400 , y^ = 553,030 , y^ = 779,730 . 

Es haften somit den Bechnungswerthen unter der Yoraussetzong, 
dass die Verstichswerthe ricbtig seien, folgende Fehler an: 

d^ = + 6,702, d, = + 21,312, d8 = + ll>526, 

d, 84,883, ^5 = + 45,304, 

deren algebraische Summe 5 = 2J(S) = — 0,039 betragt 

In Folge der Berechnung der Gonstanten nach der Ausgleichs- 

rechnung gleichen sich die Fehler in befriedigender Weise aus; die 

Fehler fUr sich sind aber doch so gross, dass die Formel nicht zu 

brauchen ist. 

Die Ursache hievon kann liegen zum Theil in der nicht alle Yer- 

suchswerthe in Betracht ziehenden Art und Weise der Berechnung 



"\ 
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der Constanten a resp. a, zum Theil in der gewahlten Form der Formel; 
welche moglicherweise gar nicht befahigt sein kanD^ die Yersuchswerthe 
mit befriedigender Genauigkeit wiederzugeben. 

Da namlich schon die Voruntersucbung zeigte, dass das besprochene 
Beciprocitatsgesetz zwiscben den YeranderUchen nur wenig angenabert 
besteht, so ist in der Tbat wenig Anssicbt yorbanden^ unter Beibebal- 
tang der gewablten Formelform eine befriedigende specielle Formel 
erhalten zu konnen* 

Es mogen abei* trotzdem weitere sicb auf die Yerbesserung der 
Gonstantenwertbe beziehende Yersucbe nicbt unterlassen werden, um zu 
zeigen^ was in einem solchen Falle liberbaupt zu tbun nocb moglicb ist. 

Eine jede specielle empiriscbe Formel, wie z. B. die auf Seite 113 
aufgestellte^ namlich: 

y == - 114,99178 + z Tlt^T' > 

^ ^ ' 116,42167 — «' 

deren Constante aus der gerade erforderlicben Anzabl yon Bedingungs- 
gleicbungen auf gewohnlicbem Wege, also mit Ausseracbtlassung der 
vorbandenen dberscbiissigen; berecbnet wurden, wird wobl die beruck- 
5icA%^Yersucbswertbe genau, die unberUcksicbtigten aber nur febler- 
haft zu geben yermogen. 

Sollen nun, wie dies scbon in yorbergegangenen Fallen direct 
erzielt wurde^ die Febler nicbt nur (numeriscb) moglicbst klein werden, 
sondern aucb auf alle Becbnungswertbe moglicbst gleicbmassig yertbeilt 
erscheinen^ so miissen die Constanten auf gewisse gleicb naber zu be- 
sprecbende Weise yerbessert werden^ damit die Formel jener zweifellos 
existirenden docb unbekannten Formel moglicbst nabe kommt, welcbe 
die gewtlnscbte Form besitzt und dabei den Anspriicben bestmoglicbst 
entspricbt. 

Die Verbesseixing der Oonstanten einer empirisohen Formel 

kann nun der Hauptsacbe nacb dadurcb bewirkt werden, dass man 
jene Grossen a, ft y etc. sucbt, welcbe als Correcturen zu den bereits 
auf gewobnlicbem Wege erbaltenen Wertben der Constanten A be- 
ziehungsweise B, C etc. binzugegeben werden miissen, damit diese in 
jene Gonstantenwertbe a beziebungs weise b^ c etc. (Ibergeben, welcbe 
der am besten entsprechenden speciellen Formel yon gewUnscbter Form 
angeboren. Ist allgemein: 

y = /"(«, b,Cr"X) 
diese Formel, ist namlicb y in gewisser yorlaufig nocb nicbt naber be- 
stimmter Weise yon den Constanten a, 6, c etc. sowie yon der unab- 
bangigYeranderlicben x abbangig, und sind beziebungsweise A,B,Getc. 



118 n. Die AufstcUuDg empirischer Formeln nach begrfindeter Form. 

die auf gewohnliche Weise, nur aus einem Theil der vorhandenen Ver- 
suchswerthe berechneten^ daher nur angenaherten Werthe der Con- 
stanten a, b, c etc., so hat man zu A, jB, C etc. nur gewisse Verbesserungen a 
beziehungsweise /3, y etc. hinzuzuftigen; um die angenaherten in die rich- 
tigen Werthe ubergehen, namlich: J.+a=a; jB+/J=6, C-j-y^^c etc 
werden zu lassen. Es stellen dann: 

eine Naherungsfonnel und 

y = f(a,h,c^'-x) Oder y = f[{A + a), {B + p\ {C + y) - -- x] 

die richtige, namlich die den Anspruchen am beaten entsprechende 
specielle empirische Formel dar. 

Nimmt man jetzt an, w(is ailerdings nickt immer der FaU sdn tvird, 
dass die Verbesserungen (a, /3, y etc.) so klein seien, dass alle jene Glieder, 
welche Producte derselben (wie aft fiy etc.) oder die erste iiberstei- 
gende Potenzen (wie a*, /3*, y^ etc.) enthalten, gegen erste Potenzen 
(a, /3, y etc.) dieser Grossen enthaltende Glieder weggelassen werden 
konnen, so lasst sich, weil der Annahme zufolge die verschwindend 
kleinen Glieder einfach entfallen, y wie folgt nach der sogenannten 
Taylor' schen Beihe entwickeln: 

' y^niA + a), (B + /3), (C + r), . ••x]==f{A,B,G,--'x) + 

■ df{A,B ,C-.-x) „ , df{A,B,C-..x) df{A,B,C---x) 

"T dA ""T" dB 'P"f' dC ■'^"' ' 

oder einfacber, weil y'=^ f{A, B,C,---x) ist: 

Setzt man in diese Formel fiir y der Reihe nach die auf Grand 
der Versuche zu x^, x^^ x^ etc. gehorigen Werthe, namlich y^ be- 
ziehungsweise j/g, j/3 etc., welche die Formel ja geben soil, fiir y' hin- 
gegen die analogen Rechnungswerthe, welche sich aus der bereits 
bekannten Naherungsformel ergeben^ so erhalt man nach voraus- 
gegangener Bestimmung der in der Formel erscheinenden Differenzial- 
quotienten wieder so viele Bedingungsgleichungen fur a, /}, y etc., als 
Paare von Versuchswerthen yorhanden sind. 

Aus diesen in Bezug auf die Gonstanten (a, j3, y et<5.) linearen 
Gleichungen konnen sodann zum Zwecke der Berechnung der Gon- 
stanten nach der Methode der kleinsten Quadrate in bereits bekannter 
Weise gerade so viele Normalgleichungen aufgestellt werden, als zu 
berechnende Gonstanten vorhanden sind. 

Das Vorstehende moge jetzt auf das schonfrQherbehandelte specielle 
Beispiel angewendet werden. 




II. Die Anfstellang empirischer Formein nach begriindeter Form. 119 

Es sind die Constanten der aus vmr drei Bedingungsgleichungen^ 
also auf gewohnlichem Wege abgeleiteten speciellen empirischenFormel: 

y 114,99178 + jj^^g^, 

unter BertLcksiclitigung sdmmtlicher auf Seite 112 angeftOirten Yer- 
suchswerthe^ in augegebener Weise zu yerbessern. 

Die aUgemeine Form dieser yorstehendeiiy die sammtlichen Yersuchs- 
wertlie sicber nicht so gut als moglich gebenden Formel, welche somit 
in Bezug auf die richtige als Nahenmgsformel bezeichuet werden kann^ ist: 

wo: A = — 144,99178, B = + 13914,33127 und C = + 116,42157 

sind, die ailgemeine Farm der richtigen Formel bingegeu, namlich jener, 
welche die Yersuchswerthe so gut gibt,^ als sie ilberhaupt eiue Formel 
Yon der angenommenen Form zu geben yermag, ist: 

y-(^ + «) + (cf^' 

wo a, /) und y ^^^ Yerbessemngeii oder Correcturen bedeuten, welche 
beziehlich an den bereits bekannten Constanten A^ B nnd C yor- 
genommen werden mfissen, damit die Naherungsformel in die richtige 
Formel flbergeht. 

Unter der, wie schon erwahnt, nicht immer begrtindeten Annahme 
in Bezug auf die geringe Grosse dieser Yerbesserungen kann die letztere 
Formel auch in folgende Form gebracht werden: 

y-\A+c^)+ — di — «+ — dB — ^+ — do — y' 

wenn man den Ausdruck: 

nach der Taylor'schen Reihe entwickelt, und nur jene Glieder bei- 
behalt, welche bios die erste Potenz yon a oder j3 oder y als Factor 
enthalten. Sie stellt in dieser Form wegen des Weglassens gewisser 
Glieder allerdings auch nur eine Naherungsformel dar, welche sich 
aber der richtigen Formel um so mehr nahert, je mehr die Annahme 
zutrifPt, unter der die erstere aufgestellt wurde. 

Da nach den Lehren der Differenzialrechnung die in der Formel 
Yorkommenden Differenzialquotienten folgende Werthe annehmen: 

dA "" ' dB ~C^x^ dC {G-xy^ 

so wird, wenn man den jedenfalls constanten Werth By »> d setzt: 
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^ 



J' = (^+(r-x) + «+ci 



X '{fi — x)' 



Man kann jetzt nach dieser Gleichung aus den vorhandenen fOnf 
Yersuchswertbepaaren folgende Bedingungsgleichungen aufstellen: 

yi = (^ + c?r^) + « + 0-1^ - Jp^*' 



y, = (^ + p^J + « + ^, j - _ ^^^., 

aus denen sich nach der Methode der kleinsten Quadrate bekanaUich 
die nachstehenden drei Normalgleichungen ergeben: 

^l[»-(^+-^f,)]-(^Jl- 

oder: 

^i(»-»')(ciji— 2(c4,)+c-2(o'i)'+«-2{5y". 

die zur Berechnung der Constanten a^ /3 und 8 dienen. 

Selbstverstandlich miissen fQr die einzelnen Glieder dieser Glei- 
cbungen yorerst die entsprechenden speciellen Zahlenwerthe berechnet 
werden. 

Es werden nun aus der Naherungsformel: 

u'^A 4- ^ — - 1 t4qQ17ft 4- ^8»^M8127 
^"^ + 0-0: 114,yyi78 + iie,42167-^ 

folgende Werthe von y erhalten und zwar: 

far x^ = 0,00, yl = 4,5250008 statt y^ = 4,525, 
„ rc2= 23,85, y;= 35,3171243 „ y^ = 22,240, 
„ x^ = 52,12, yi = 101,4000010 „ ^3 = 101,400, 
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far x^ = 91,34, y/ = 439,7713895 statt y^ = 553,030, 
„ «5 = 100,87, y/ = 779,7301850 „ y^ = 779,730, 
also auch folgende Werthe ftlr die Differenzen y — y' • 



*i = y. - Vi 

^i = y» — Vi 
^3 = ys — Vi 
*4 = y* — yi 



= — 0,0000008, 
= — 13,0771243, 
= - 0,0000010, 
= + 113,2586105, 
= _ 0,0001850. 



*5 =- ys - Vi 
£i8 ist demnach: 

2(*) =2(^ - y') = + 100.1812994, 
welch er Werth tibrigens auch aus: 

^(y - y') =2^^^ -2^') •= 1460,925 - 1360,7437006 

erhalten werden kann. 

Ferner benothiget man folgende Zahlen werthe: 

^i— = 0,00858947358, [^^^^ = 0,000073779055, 



C- 



— = 0,01080245263, (rr^—Y = 0,000116692982, 



C—x, 



0,01555171981, (^ 



-)* = 0,000241855988, 
-_l^ = 0,03986991245, (^---)* = 0,001589609919, 
-1 0,06430218942, (tt— )* •= 0,004134771564, 



welchen zofolge: 



und 



sind. 



2'(c^) = + 0,13911574789, 
2(-C~f== + 0,006156709508 

Weiter werden gebraacht: 

{c^xT = 0,000000633721 , (^z:^)* = 0,000000005441 , 

(cir)' °= 0,000001260569 , (^.i!— )* = 0,000000013616, 

{c~f = 0,000003761276, (^^)* = 0,000000058493, 
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{c~^y = 0,000063377604, (^^)* — 0,000002526857 , 
io^y = 0,000265874858 , (^::^)* = 0,000017096334, 



woraus: 



^(c^y= + 0,000334908028, 
2(c^y = + 0,000019700741 



werden. 

Endlich sind noch erforderlich: 



wonach: 



wird, und 



wonach: 



(Jfi - Vi') cl^ = - 0,000000006, 
(y* - y«') oh^ = - 0>141265014, 

(y» - y»') ch^ - - 0,000000016, 

8 

(^* - y*') cis: ^ + 4,515610884, 
(^5 - yO c=^ = - 0,000011896, 

2'(^y - ^') C^l= + 4^374333952 

(y. - y,') {c~]^y 0,0000000000, 

(y» - y«') (o^)" - - 0,0015260083, 

(y» - ys') (cTIf)* 0,0000000002, 

(y* - y*') (chrj- + 0.1800370105, 
(Vs - y,') {ch-f'' - 0,0000007649, 



2i^- y'^ (c^n= + 0^785102371 



wird. Es gehen demnach die obigen Nonnalgleichangen in nachstehende 
specielle Zahlengleichangen fiber: 

100,1812994 = 5a + 0,13911574789/5 - 

— 0,006156709508 d, 

4,37433952 = 0,13911574789 a + 0,006156709508 /J - 

- 0,000334908028 d, 




\ 
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0,1785102371 = 0,006156709508 a + 0,000334908028 /J — 

— 0,000019700741 S, 
aus welchen sich: 

a = — 107,402164, /3 = + 10877,368747, <J = + 142287,235007 

und yreil d = By ist: 

9 142287,236007 . ,/^oQeQiD 

y = 5 •= I39i4;33i2r = + 10»^25948 
ergeben. 

Man sieht jetzt Yor AUem^ dass die Yerbesserungen (a, fi und y) 
durchaus nicht der Annabme entsprechen^ sehr kleine Grossen zu sein. 

Auf Grand der soebeu erbaltenen Zahlenwertbe gebt nun die 
specielle empirische Formel yon Seite 119 in folgende dber: 

t/ =. M 4- «^ 4- ^ + P 222 39394 - ^^^91,70002 

welche der relativ besten Formel wegen des I^ichtzutreffens der be- 
kannten Annahme wohl noch nicht sehr nahe kommen durfte. Sie gibt 

y/ = — 26,6404 statt y, = 4,525, 

y/=+ 18,7763 „ y, = 22,240, 

^3--+ 110,2577 „ ^3-= 101,400, 

y;= + 479,770? „ y, = 553,030, 

y,' = + 739,3627 „ y^ = 779,730. 

Berechnet man auch hier wie auf Seite 121 die Differenzen (y — y) 
zwischen den analogen Yersuchs- und Rechnungswerthen^ so ergeben 
sich selbe, wie folgt: 



far 


^1 




0,00, 


;; 


^2 




23,85, 


7f 


a?3 




52,12, 


;; 


x^ 


— 


91,34, 


w 


«5 


— 


100,87, 



= + 31,1654, 
= + 3,4637, 
= - 8,8577, 
= + 73,2591 , 



*i = yi — Vi 

*» == y» - Vi 
*8 = yj - Vi 
*i = y* — yi 

*6 = ys - Vi = + 40,3673 
and betragt die algebraisch^ Samme derselben: 

^(*) -^(y - y ) = + 139.3978. 

t 

Yergleicht man diese Resultate mit den auf Seite 121 erbaltenen, 
namlicb mit jenen, welche die Formel in der urspriinglicben Form, 
also vor der angestrebten Gonstantenverbesserung gab, so zeigt sich 
nur insofern eine Besserung, als hier die grosste Differenz nur 73,2591, 
dort aber 113,2586 betragt. 

Die Differenzensumme hingegen ist jetzt (+ 139,3978) grosser, wie 
frCLher, (wo sie nur + 100,1812 betrug). 



124 n. Die AafstelluDg empirischer Formeln nach begrfindeier Fonn. 

Dass die Formel nun der Hauptsache nach nicht viel besser ge- 
worden, sich auch nicht die Differenzen annahernd ausgleichen trotz An- 
wendung der Methode der kleinsten Quadrate, dies kann ganz zweifellos 
nur day on herrUhren, dass die Yerbesserungen a^ fi und y nicht, wie 
angenommen wurde, sehr kleine Werthe besitzen. 

Da namlich die zur Ableitung der Normalgleichungen, also auch 
mittelbar zur Berechnung der Yerbesserungen (a, /3 und y) dienenden 
Bedingungsgleichungen, nach der auf Seite 120 gefundenen Formel: 

y = (^ + c^) + « + c^ - {c'-xr' 

Oder, weil 8 ^== By ist, nach der Formel: 

1.) y = (^ + „)+|±^_^^ 

aufgestellt wurden, so waren die Zahlenwerthe der Gonstanten {A, S, C, 
a, /3 und y) eigentlich in diese und nicht in die Formel: 

2.) y = (^ + „) + _J-±L_ 

einzusetzen gewesen, nachdem letztere nur dann, wie gleich gezeigt 
wird, mit ersterer identisch ist, wenn die Annahme zutrifiPt, dass die 
Yerbesserungen a, fi und y so klein seien, dass Glieder, welche Producte 
oder die erste Ubersteigende Potenzen dieser Grossen enthalten, weg- 
gelassen werden konnen. Es ist namlich nach der Formel 1.): 

oder, wenn man die Producte ini Zahler entwickelt und die angenom- 
menermassen verschwindend kleinen Glieder weglasst, endlich reducirt: 

und zeigt es sich, dass thatsachlich die Formeln 1.) und 2.) identisch 
werden, sobald die gemachte Annahme zulassig erscheint. 

Ist dies aber wie im vorliegenden speciellen Beispiel nicht der Fall, 
so kann auch die Formel 2.) nicht so ohne ;weitereB statt der Formel 1.) 
genommen werden. 

Es ist dann aber auch die Formel 1.) noch immer nicht die 
richtige, da ja auch sie unter der gemachten, jedoch nicht zatreffenden 
Annahme abgeleitet wurde. 

Setzt man jetzt die bekannten Zahlenwerthe der Gonstanten 
[{A + a), {B + /3), Ound By oder S] in Formel 1.) ein, so wird: 

.. _ OOOqaqo/L-L 2479U0002^ 142287,236007 

y — — ^^^,6J6\)^ -\r i-i6;42i57-a: "~ (iiMaifiT^^ * 
Man erhalt nun aus dieser Formel und zwar: 




i 
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far a?! = 0,00, y/ = — 19,9441 statt y^ = 4,525, 
„ x,=» 23,85, y/=+ 28,8133 „ y,= 22,240, 
„ x,= 52,12, y/ = + 128,7466 „ ^3 = 101,400, 
„ Xi= 91,34, y/= + 539,8677 „ ^4 = 553,030, 
„ 0:5=100,87, ^5'= + 783,4415 „ ^5 = 779,730. 
Es ergeben sich daher folgende Werthe ffir die Differenzen: 



= + 24,4691 , 
= - 6,5733, 

27,3466, 

= + 13,1623, 



*2 = y2 - W 

'4 = j/i — y^ 

s, = y6 — y5 = - 3,7115, 

und die algebraische Summe derselben 5 =» ^(d) ■» 0. 

Die der soeben bentLtzten allgemeinen Formel 1.) entsprechende 
specielle Formel, welche allerdings nicht die gewQnschte Form besitzt, 
gibt, wie man sieht, entschieden bessere und besser ausgeglichene 
Werthe, als die der allgemeinen Formel 2.) entsprechende, daher die 
gewuuschte Form besitzende Formel: 

^ 222 39394 4- ^^^91,70002 

und zwar einfach aus dem Grunde, weil sie die grossere Anzahl von 
Constanten enthalt. 

Will man jetzt die Constanten der letzteren Formel noch weiter 
verbessern, so hat man nur, wie folgt, das bereits angewendete Yer- 
fahren zu wiederholen. 

Man sucht namlich neuerlich jene von den Yorigen wohl zu unter- 
scheidenden Yerbesserungen (a, /) und y), welche beziehungsweise zu 
den bekannten Gonstantenwerthen: 

^=-222,39394, JB = 24791,70002 und 0=126,64752 

hinzugegeben werden miissen, damit die Formel im bekannten Sinne 
richtig werde. 

FQr die Berechnung derselben sind wieder Yor AUem nach der 
Formel: 

worin d = By ist^ aus den Yersuchswerthen die fUnf Bedingungs- 
gleichungen aufgestellt und aus diesen die drei auf Seite 120 ange- 
fahrten Normalgleichungen abgeleitet zu denkeu. 

Da im Einklange mit Seite 123 aber unter Beriicksichtigung einer 
grosseren Anzahl Yon Decimalen, aus der obigen Formel und zwar: 



for 


x^ 




0,00, 


;; 


«» 




23,85, 




«J 




52,12, 




«4 


= 


91,34, 


;; 


«6 




100,87, 
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y/ 26,6404030 statt y^ = 4,525, 

3/,'=+ 18,7762752 „ y, = 22,240, 
y,' = + 110,2576767 „ y, = 101,400, 
y; = + 479,7709250 „ y* = 553,030, 
ys' == + 739,3626610 „ y^, = 779,730, 
also folgende Wertfae fSr die DifPerenzen (y — y') erhalten werden: 

*i = yi - y/ = + 31,1654030, 

St^yt-yt'=+ 3,4637248, 

*» = y3-y»' 8,8576767, 

*4 -= y* - y/ •= + 73,2590750, 

*6 = ys - ys' - + 40,3673390, 
so ergibt sich Torerst als Werth des Symboles: 

'^(y - y') = + 139,397^651. 
Da nan femer nach Ausftlhrung der nothigen Rechnungen hier: 

2(0=5) == 0,098157723490, 



2 
2 

2 



(^^)*= 0,0026441194411, 
(^-L-)'_ 0,0000849297159, 
(c^rs)*"^ 0,0000029535591, 
I (y - y) (c=^) ) ■= + 3,801799300, 

2' ( (y - ^) ichJ I = + 0,120192413 
werden, so erhalt man nach den schon bekannten und auf Seite 120 
angegebenen allgemeinen Normalgleichungen folgende specielle: 

139,397865100 = 5a + 0,098 157 7234900/J — 0,0026441 19441 Id, 
3,801799300 -= 0,0981577234900 a + 0,0026441194411 /J - 

— 0,0000849297159*, 
0,120192413 =- 0,0026441194411a + 0,0000849297159 /J - 

— 0,0000029535591 d, 

aus welchen sich nachstehende Werthe fQr die Yerbesserongen ergeben: 

a 29,120053, /J = 4902,507449, * = 74210,277548, 

nnd, da 

9 74210,277548 . . onnooKi 

y *= B = -2I79I770002- '«*' y = 2,993351. 
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Es lautet daher die neue Formel mit den neuerlich verbesserten 
Constanten: 

t/ = r- 222 39394 - 29 120053^ 4- ^ ^791,70002 + 4902,607449 
y = (^ zjj,(5y£jy4 zy,i^uuoi)j -f- (126,64752 + 2,993351) -a;' 

oder: 

y = - 251,51399 + :^^^''- 

^ ' ' 129^64087 — X 

und gibt selbe: 

far rci = 0,00, y/ = — 22,4643 statt y^ = 4,525, 

„ rcg— 23,85, y^ = + 29,1738 „ y, = 22,240, 

„ 0^8= 52,12, y;=+ 131,5339 „ y, = 101,400, 

„ x^= 91,34, y/= + 523,7740 „ y^ = 553,030, 

„ 3:5 -100,87, y;= + 780,5787 „ y^ = 779,730. 

Die Differenzen betragen somit: 

*i = yi - Vi = + 26,9893, 
*2 = y2-y2'— - 6,9338, 

*8 = y3-y/^ 30,1339, 

*4 = y4-y4'= + 29,2560, 
*6 = y5-»6'=- 0,8487, 
und die algebraische Summe derselben ist: 

s —^(8) — + 18,3289. 

Yergleicht man diese Besultate mit jenen, welche die Formel Yor 
der neuerlichen GonstantenYerbesserung gab, so zeigt sich nach zwei 
Richtungen bin eine thatsachlich erzielte Yerbesserung, indem einer- 
seits die Maximaldifferenz jetzt nur mehr — 30,1339 gegen -^ 73,2590, 
andererseits die Differenzensumme jetzt nur ijiehr -f" 18,3289 gegen 
+ 139,3978 im frfiheren Falle betragt. 

Da auch jetzt noch wegen der relatiY grossen Zahlenwerthe der 
VerbesseruDgen (a, /3 und y) die Formel: 

f/ - r^ + «^ 4- (^ + P) 251 51399 4- J???ii?2!iL 

nach welcher die obigen Werthe Yon y' berechnet wurden, nicht iden- 
tisch ist mit der Formel: 

y = (^ + a) + -g-3^ - ^^3^,, 

nach welcher die Bedingungsgleichungen fCLr die Yerbessemngen auf- 
gestellt zu denken waren, so kann ein Yolliger Ausgleich der Differenzen d 
wieder nur erwartet werden, wenn die Werthe Yon y' nach der letzteren 
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dieser Formeln berechnet werden^ welche mit Biicksicht anf die be- 
kannten Gonstantenwerthe jetzt folgendermassen lautet: 

y — ZDipi6J\) i- 126,64762 - x (126,64762 - xf 

Sie gibt nun: 



= - 21,67729 statt y^ == 4,525, 

= + 30,32451 „ y, = 22,240, 

= + 133,55807 „ ys = 101,400, 

= + 529,97338 „ y^ = 553,030, 

„ 3:5= 100,87, y,' = + 788,74633 „ y^ = 779,730. 

Es betragen somit die Differenzen zwischen den analogen Versuchs- 

und Bechnungswerthen: 



fiir x^ = 0,00, y^ 

„ a?8= 23,85, y 

„ a;s= 52,12, y., 

„ 0:4= 91,34, y^ 



= + 26,20229, 
= — 8,08451, 
= - 32,15807, 
= + 23,05662, 



*i = yi - Vi 

*2 = ya — Vi 

*3 = ^3 — VZ 

64. = y 4.- yi 

*5 = y6-y5'=- 9,01633, 
und die algebraische Summe derselben s = 2?(d) = 0. 

Eine neuerliche Verbesserung der Constanten obiger Formel, nacb 
dem jetzt schon zweimal beniitzten Verfahren, wUrde wohl im Stande 
sein sowohl die einzelnen Fehler ffir sich, als auch die algebraische 
Summe derselben noch weiter herabzumindem, aber wohl sicher nicht 
in dem Maasse, als dies erforderlich ware, um die Formel praktisch 
branchbar zu machen. 

Es liegt dies, wie schon einmal erwahnt, in der Form der Formel, 
welche sich fur den Yorliegenden Fall einfach als ungeeignet erweist 

Im Yorstehenden handelte es sich vorwiegend darum^ das in der 
Folge noch mehrfach zu beniitzende Verfahren der Constantenverbesse- 
nmg zu erlautern, welches immer dann eur Anwendung gdangt, xioem 
die Normcdgleichungen in Bezug auf die in ihnen vorhommenden Con- 
stanten nicht linear tverden, d. h. wenn die Normalgleichungen die Con- 
stanten nicht bios in der ersten Potenz enthalten, weil die sodann 
erforderliche Auflosung von Gleichungen hoherer Grade auf zu grosse 
Schwierigkeiten fCLhrt. 

WoUte man, wenn eine Gleichung von der Form: 

A I ^ 

y = ^ + c^-^ 

schon ziemlich gute, aber noch nicht ganz entsprechende Besultate 
gabe, durch HinzufUgung eines entsprechenden Gliedes eine empirische 
Formel von der Form: 
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_ . , B , I) 

y -^ '^'y C~- X "• (C— a;)* 

aufstellen, in welcher das iieue Glied offenbar keine bedeutende Bolle 
mehr spielt^ weil es bios corrigirend zu wirken berufen ist^ so konnte 
maQ die bereits bekannten Werthe von A, B und C beibehalten und 
hatte sodann nur mehr die Constante D zu bestimmen. 
Dieselbe lasst sich leicht aus der Normalgleichung: 

berechnen^ welche nnmittelbar aus den Bedingungsgleichungen: 

y -A4- ?—4- _?_ 

_ A I B Jf) 

y^— ^'^ c^x, ■*" lc--x,y' 



yn— "^-r- c-x^ "T" (c^x^ 



abgeleitet werden kann. 

Sollte die dadurch erlialtene neue Formel: 

_ A X B J D 

y — '^'^0-x'^ (C'-^'xy 

aber dennoch keine ganz befriedigenden Resultate geben^ und zwar wohl 
deshalb nicht, weil die Gonstanten A, B und C nicht scbon yon vorn- 
herein mit Riicksicht auf das nun vorhandene dritte Glied berechnet 
worden sind^ so wird es wieder nothig^ die sammtlichen Gonstanten 
der Formel dadurch zu verbessern, dass man letztere in: 

y ~ ^^ i- a; -h ^^^^^^ ^^^ -f- -f(^:^y)_^p 

iibergehen lasst; worin selbstverstandlich a, ^^ y muA S Aie beziiglich 
an den Gonstanten A, B, C und D anzubringenden Verbesserungen 
bedeuten. 

Es spielt dann die frQher aufgestellte Formel die RoUe einer 
(durch Aenderung ihrer Gonstanten) zu verbessernden Naherungsformel, 
und mogen daher spater die Werthe, welche dieselbe fdr y gibt, wieder 
mit y bezeichnet werden, um sie von den analogen Werthen unter- 
scheiden zu konnen, welche sich aus deV verbesserten Formel ergeben. 
Nimmt man, wie dies schon frdher auf Seite 118 geschah, an 
(was, wie man sich zu iiberzeugen Gelegenheit hatte, wohl nicht immer 
der Fall ist), dass die erforderlichen Verbesserungen in bekannter 
Weise klein seien, so wird nach der Taylor'schen Reihe, wenn die 
zufolge der Annahme verschwindend kleinenGliederweggelassen werden: 

SteinhatiBer, empiriBche Formeln. 9 



I 
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y y ^ dA ^^ dB P^ dC ^^ dD "' 
wo: 

und: 

ist. Da nun hier nach den Lehren der Differeuzialreclmung die Diffe- 

renzialquotienten : 

dy . df/^ 1 dy^ B 2D_ dy 1 

d^~^ dB"^ C—x^ dC "^ (C — «)* (C — xy dD'^iP'-xY 

werden, so folgt: 
oder: 

Setzt man jetzt in dieser Gleichung den jedenfalls constanten Werth: 
— (By — S) = s^ sowie — 2Dy = ip, 
so geht selbe schliesslich in folgende Hber: 

nach der aus den yorhandenen n Yersuchswerthepaaren die nach- 
stehenden n Bedingungsgleichungen aufzustellen sind: 

in welchen y^, y,, y, etc. bis y» die beziehungsweise za x^, x^^ x^ etc. 
bis Xn gehorigen Versuchswerthe, und y/, y^', y^ etc. bis y»' hingegen 
jene Werthe bedeuten^ welche man aus der obigen durch Aenderuog 
der Constanten zu yerbessernden Formel fQr y erhalt, wenn in der- 
selben der Reihe nach fiir x die Werthe x^^ x^f x^ etc. bis x^ gesetzt 
werden. 

Aus den n Bedingungsgleichungen ergeben sich dann nach der 
Methode der kleinsten Quadrate in bekannter Weise folgende vier 
Normalgleichungen : 

V|,_,.|_„..+,.2(„^j+..2(„-y+»-2(<iy', 






J 
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ans denen die VerbesseruDgen a xind fi, sowie die Gonstanten £ und g) 
berechnet werden konnen. 

Aas den beiden Yor Kurzem angefiihrten Gleichungen: 

— 2Dy = 9 und — (By — d) = s 

ei^eben sicb dann noch die Verbesserungen y und d wie folgt: 

Man gelangt endlich mit Hilfe dieser Zahleuwerthe zu der die ver« 
besserten Gonstanten enthaltenden Formel: 



oder: y = a -j (- 



welche die Vjersuchswerthe wieder nur dann so gut geben wird, als 
dies tlberhaupt eine Formel Yon der gewiinschten Form zu thun Yermag, 
wenn sich ftir die Verbesserungen a, ^, y und 8 thatsachlich so kleine 
Werthe ergeben^ dass die bekannte Annahme, auf der das ganze Ver- 
fahren beruht^ als zutreffend angenommen werden kann. 

So lange dies nicht der Fall ist, so lange resp. so oft ist das 
immerhin miibsame Yerfahren zu wiederholen. 

Hatte man directe, also ohne Zuhilfenahme der zweigliedrigm For- 
mel, eine dreigliednge Yon der Form: 

y ^"^ c-x "f" ip-xy 

I 

aufstellen woUen, so w^rde man selbstYerstandlich Yor Allem Naherungs- 

werthe fiir die Gonstanten J., JB, C und D gebraucht haben, um die- 

selben in bereits bekannter Weise Yerbessern zu konnen. 

Zum Zwecke der directen Aufsuchung dieser Naherungswerthe 

batten dann aus Yier Versuchswerthepaaren nach der allgemeinen Formel 

die entsprechenden Bedingungsgleichungen aufgestellt werden mtissen. 

9* 
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Da diese Gleichungen aber, weil C im Nenner erscheint; in Bezog 
auf die in ihnen als Unbekannte erscheinenden Constanten nicht vom 
ersten Grade sind^ so wiirde die Berecbnung der letzteren grosse 
Schwierigkeiten bereiten. 

Es idt daher gerathen^ wie dies bereits gezeigt wurde, doch too 
der zweigliedrigen Formel auszugehen und erst mit Zahilfenahme der- 
selben auf die dreigliedrige iiberzugehen, was iiberdies den Vortheil 
gewahrty dass man vor AusfQhrung der umstandlicberen Recfanungen 
schon zu einem ungefahren Urtheil daruber gelangt, ob die Form der 
Formel iiberhaupt dem vorliegendeu Fall gentigend angepasst erscheini 

Den Gang und Umfang der in einem solchen Falle dorchzn- 
fiihrenden Reebnungen^ sowie gewisse nicht unwicbtige Erscheinungen 
wird man aus folgendem Beispiel zu ersehen vermogen. 

Es soil aus der frtiber aufgestellten und bereits verbesserte Con- 
stante entbaltenden zweigliedrigen Formel: . 

y 251 51399 4- Jl^-^lv^^^^^ 

y — ^01,01^V^y i- 129,64087 - X ' 

deren allgemeiae Form: 

ist, eine dreigliedrige Formel: 

y ^ "^ c—x + (o - xy ' ' . 

oder wenn nothig: 

^^ J b , d 

y ' c — ic ' (c — xy 

abgeleitet werden. 

Lasst man, vorldufig bei der ersteren dieser beiden dreigliedrigen 
Formeln verbleibend, fiir A, B und G jene Werthe gelten, welche 
diesen Constanten nach der zweigliedrigen Formel zukommen, so ist 
nur mehr die Constante D zu berechnen. 

Hiefiir bat man die auf Seite 129 angefQhrte Normalgleichung; 
aus welcher: 

2:<..-2u,-B2(d:i) .,^ 



\C — J 



Da nun nachstehende Yersuchswerthepaare vorliegen: 



X, = 0,00 



OOn *— — OiU > 1. ^ 



Xi = 23,85 
ly, =4,525' ly, =22,24' (y, = 101,40' 

ajg = 100,87 



a;4= 91,34 
[y, = 553,03' 



\y, = 779,73 



und die Constanten Aj B und G folgende Werthe besitzen: 
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A = — 251,51399 , JB = + 29694,20747 und C= + 129,64087 , 

so erhalt man fiir die zur Berechnung der Constanten D erforderlichen 
Symbol werthe die jetzt der Reihe nach aufgefUhrten Zahlenwerthe: 

^(y) = yi + y. + y» + y* + ys = + 1460,925 , 

^(A) ^A + A + A + A + A'^bA 1257,56995, 



ferner: 



und 



sioh:} - ».« 



090932425794 



weil: 



yUc^y = 0,00220501407381 , 



—t— = 0,007713610856 

G — a;, ' 

= 0.009452611553 



C 



0,012899752028 



= 0.026109067496 



beziehungsweise: 



C—x^ 

yr-~ = 0,034757377861 



(,-—)' = 0,00005949988501 
(ci^F = 0,00008935186517 
{c-'i)^ = 0,00016640360240 
[(AJf = 0,00068168340550 

{^^y = 0,00120807531573 
sind. Es wird daher: 



D = 



1460,925 + 1257,66995 — 29694,20747 X 0,090932425794 



schliesslich: 



0,00220501407381 ' 

Z) = 4. 8312,2519535, 

und geht in Folge dessep obige ;efw?eigliedrige Formel vorldufig in nach- 
stehende e/mgliedrige iiber: 

,/_-- 251 51^90 4. - 29694,207^7 8812,2519535 



129,64087 — X ' (129,64087 — x)' 



A US derselben wird: 
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fttra;i= 0,00, y/ = - 22,46425077+ 0,49457802 

= — 51,96967275 , 

„ Xi= 23,85, y,' = + 29,17381857+ 0,74271520 

= + 29,91653377, 

„ Xs= 52,12, y,' = + 131,53392301 + 1,38318867 

= + 132,91711168, 

„ x^= 91,34, y/ = + 523,77407705 + 5,66632420 

— + 529,44040125, 

„ 0:5 = 100,87 , y; = + 780,57880630 + 10,04182637 

= + 790,62063267 , 

wobei ersichtlich gemacht wurde, welche Resultate die zweigliedrige 
Pormel gibt, sowie welche Wertbe fftr das dritte Glied beziehungs- 
weise hinzuzufiigen sind. 

£s ergeben sich nun zwiscben den analogen Versuchs- und Recli- 
nungswerthen folgende Differenzen: 

= + 26,49467275 
= - 7,67653377 
= - 31,51711168 
= + 23,58959875 
= — 10,89063267 , 

deren algebraische Summe: 

s = ^{d) = 2'(y -y') = - 0,00000662 

betragt. 

Man sieht vor Allem in der von Null so wenig verschiedenen 
Fehlersumme die Wirkung der Beriicksichtigung so vieler Decimalen 
in der Rechnung. 

Will man jetzt, da die Formel wegen der grossen Werthe der 

Differenzen 8 nicht entspricht; auf die Formel y = a -\ — 1- , _^ t 

libergeben^ namlich sammtliche Gonstante der Formel verbessern^ indem 
man A in {A -{- a) = a^ B in (JB -f- /3) = 6, G in (C + y) = c, end- 
lich D in {I) -^ S) = d iibergehen lasst, wo a, /S, y und 8 die er- 
forderlichen Verbesserungen bedeuten, so hat man unter der bekannteD 
Voraussetzung, dass dieselben sehr klein seien, nach frdher (S. 131) 
folgende Normalgleichungen: 



*,-yi 


-Vi 


*2 — y» 


y^ 


*3 — % 


-Va 


s,-y. 


Vi 


S. = tin 


— Vf.' 
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2{[o- »') (<^-^)"l - « -2(0^'+ " -Siv-J' + 

^ { [(» - »■) io^)'] - ' 2{cfj+ f 2ic-hr + 

mit Hilfe deren die Verbesserungen .berechnet werden konnen, da 

uberdies: 

— {By — d) = € und — 2Dy = 9, 
also 

d = € + By und y = — ^ 

sind. E& sind nun ausser bereits auf den Seiten 133 und 134 an 
gegebenen Werthen noch folgende Zahlenwerthe erforderlich : 

(c~^y == 0,000000458959313 
{ir^—Y = 0,000000844608472 
{c~r^y = 0,000002146564206 
ic^y °° 0,000017798118044 
(c^xT = 0,000041989530232 

yjiczz^" = 0,000063237780267 ; 
(czr^y = 0,000000003540232 
(c^y = 0,000000007983751 



{^^y = 0,000000027690158 
(c^y =° 0,000000464692262 



ic^y "" 0,000001459445961 

2ic^i)* «= 0,000001963352364; 
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(c^y = 0,0000000000273078 
(c^y == 0,0000000000754670 
(c~-y = 0,0000000003571957 
(o^y "" 0,0000000121326815 
ic^y = 0,0000000507265147 

2jic^^ == 0,0000000633191667 ; 
(^^- )* = 0,0000000(XX»0021062 
{(il^y = 0,00000000000071334 
(c-xT = O,00<¥)OO(X)0rX)460774 
(czr^y = 0,000<>(K)000:31677300 
(^^ ^ )* = 0,00000000176312064 

^(c=^)* =° 0,00000000208542534; 



(ys 

(2/4 

(% 



(y. 

(ys 



y.') (c3^) = + 0,204369747 
y«') (c^) = - 0,0725^3290 
yj') (c^ ) 0,406562925 

8 

y«') (c3l^) = + 0,615902425 

ysO (c:^) 0,378529832 

^{(if-y') ic^) 1 0,037383875; 

y»') (c^)* = + 0,001576427 

y,') (c4^)* 0,000685912 

ys') ((7^)' = — 0,005244562 

3 » 

y«') (c^)* = + 0,016080635 
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(ys - y/) [gZtJ = - 0,013156703 



^[(y- y') (c -1 x)'l = - 0,001480115; 



(!/. - y/) {c~-xj = + 0.000012158 

(y, - y«') (ch^' = - 0,000006581 

(ys - ys') (c-^)' - - 0,000067653 
(y* - y/) (ci^)' = + 0,000419847 



(ys - y/) {cI-fJ = - 0,f)00457290 

2'k» - y'^ (c--i)'l = - 0,000099519. 

Auf Grund dieser Zahlenwerthe gehen, well noch Qberdies n = 5 
ist, die allgemeinen Normalgleichungen in folgende specielle iiber: 

— 0,000006620 = 5 a + 0,090932425794 • /3 + 

+ 0,00220501407381 • s + 0,000063237780267 • <p , 

— 0,037383875 = 0,090932425794 • a + 0,00220501407381 • /S + 

+ 0,000063237780267 • £ + 0,000001963352364 • y , 

— 0,001430115 = 0,00220501407381 • a + 0,000063237780267 • /J + 

+ 0,000001963352364 • s + 0,0000000633191667 • <p , 

— 0,000099519 = 0,000063237780267 • a + 0,000001963352364 • /3 + 

+ 0,0000000633191667 • s + 0,00000000208542534-9). 

Sie geben nun direct: 

^ = _ 43780660,35505 
c = + 2860359,36566 
/J = _ 55526,17787 
a = + 302,11781, 

welter bus y = — ^ und d =• c + -Sy •* 

y — + 2633,50176 

d== + 81060106,99970. 

Es nehmen daher die Constanten der Formel mit BScksicbt auf 
die Yerbesserungen folgende Werthe an: 
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a=^A + a = -\- 50,60382 

b = B + fi = — 25831,97040 
c = C + y = + 2763,14263 

d = D + d = + 81068419,25165 , 
so dass dieselbe jetzt lautet: 

= 50 fiO^ft 26831,9704 . 81068419,26165 

y DU,DUi)0 (2763,14263 — a:) ' (2763,14263 — a;)« 

Sie gibt nun: 
ffir Xi = 



' = + 50,6038 - 9,3487 + 10,6180 = + 51,8731 

' = + 50,6038 - 9,4307 + 10,8037 = + 51,9768 

' = + 50,6038 - 9,5285 + 11,0302 = + 52,1055 

' = 4- 50,6038 - 9,6683 + 11,3564 = + 52,2919 

Xr, = 100,87 , y/ = + 50,6038 - 9,7029 + 11,4379 = + 52,3388. 

Es ergeben sich mithin zwischen den analogen Versuchs- und 
Rechnungswerthen folgende Dififerenzen: 



w 



97 



yy 



f> 



0, yi 

X.2 = 23,85 , y/ 
x^ = 52,12 , ys' 
x^^ = 91,34 , y/ 



*i = yi — Vi 

*2 = ^2 - y2 

*3 = ys — y^ 

*4 = ^4 — Vi 



; = 4,525 - 51,8731 47,3481 

;= 22,240-51,9768 = — 29,7368 
; = 101,400 — 52,1055 = + 49,2945 
; = 553,030 — 52,2919 = + 500,7381 
S^ = y^— y; = 779,730 - 52,3388 = + 727,3912, 

deren algebraische Summe s = 2^(d) = + 1200,3389 betragt. 

Dieses geradezu verbliiflFende Resultat, welches eine enorme Ver- 
schlechterung der Formel nachzuweisen scheint, lasst vor Allem die 
Richtigkeit der umfangreicheu Zahlenrechnungen bezweifeln. 

Um sich diesfalls eine Controlle zu verschaffen, welche mindestens 
mit grosser Wahrscheinlichkeit die Richtigkeit der obigen Coustanten- 
werthe bestatigt, wird es zweckmassig sein, wieder auf jene Formel zu- 
riickzugehen, fiir welche eigentlich diese Werthe berechnet worden sind. 

Es ist dies oflFenbar die auf Seite 130 angegebene Formel: 

I? By 2Dy , d 



y = y' + cc + 



c — X (o— xy {c - xy "^ (C— xy 



worm : 






{C^xy 

war. Man kann daher erstere Formel auch schreiben wie folgt: 

B , D . , p By 



y ^'^ C-^x'^ iC-xY'^ ^"^ {C—x) (G-xY 



oder: 



(C-rc)* ' •" • {C—x) {G-xy 
2Dy , & 

(c-xf "*" (C- xy 
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y — (^^ -t- a; -t- ^37- + —cZTiy (O^ir^p' 

oder endlich well: 

d — By = € und 22)y = q) 
sind: 

Diese Formel gibt nun^ wenn man die bekaunten Zahlenwerthe 
der Gonstanten einsetzt: 

fur Xi = 0,00 , y/ =- 1,93798 statt y^ = 4,525 

„ x^ = 23,85 , y/ = 25,76788 „ y^ = 22,240 

„ x,= 52,12, y3'= 100,75713 „ yj = 101,400 

„ x^= 91,34, y/ = 552,46765 „ y4 = 553,030 

„ rr^ = 100,87 , y/ = 779,99429 „ y5 = 779,730, 

also folgende Differenzen zwischen den analogen Yersuchs- und 
Recbnungswerthen: 

*i = yi - Vi = + 2,58702 

*2 = ^2 - y2 3,52788 

S, = y,- y/ = + 0,64287 
*4 = ^4 - y/ = + 0,56235 
*5 = y5-y6' = - 0,26429, 

deren algebraische Sum me 5 = 27 (<J) = + 0,00007 betragt. 

Nachdem diese Formel die Rechnungswerthe mit relativ kleinen 
Fehlern behaftet gibt, die sich iiberdies ganz vorzuglich ausgleicfaen, 
so ist kein Anlass vorhanden, die Richtigkeit der Constantenwerthe, 
sowie jener Zahlenwerthe, welche zu denselben fQhrten, zu bezweifeln, 
und es kann daher der Misserfolg nur durch den Umstand erklart 
werden, dass die Yerbesserungen nicht kleine Werthe besitzen, was 
ja dem Yerfahren zufolge sein soil. 

Betrachtet man jetzt die Sache aber genauer, so kommt man zur 
Erkenntniss, dass die aufgewandte MQhe denn doch nicht voUig 
erfolglos geblieben ist, weil die Formel vorerst gewissermassen ge- 
wendet, namlich bezQglich der Zeichen in jene Form gebracht wurde, 
welche sie mit Rticksicht auf die drei Glieder, die sie nun besitzt, noth- 
wendig anzunehmen hai 

Die Aenderung der Zeichen im ersten und zw^iten Gliede ist 
nothwendig und hatte dieselbe schon von vomeherein abgesehen werden 
konnen, da die blosse Zugabe eines positiven oder eines negativen 
Gliedes zur zweigliedrigen Formel dieselbe nicht wesentlich zu ver- 
bessern vermochte, weil dadurh nicht bios die zu kleinen, sondem 
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aach die zu grossen Werthe, welche die Formel gab, im ersteren 
Falle vergrossert, im letzteren verkleinert werden wiirden. 

In dieser Beziehung ist also die Formel thatsachlich verbesseit 
worden und bediirfte es nur einer mehrmaligen Wiederholung des aller- 
dings sehr milhsamen Verbesserungsverfahrens, um die Formel wenig- 
stens annahernd dahin zu bringen, wohin sie uberhaupt zu bringen isi 

Die Miihsamkeit der Aufstellung von Formeln, welcbe die znletzt 
besprochene Form besitzen, bei denen namlich wegen der einen Con- 
stanten im Nenner die sdmmtlichen Constanten nicht direct, sondem 
nur durch successive Verbesserung erhalten werden konnen, ist wohl 
die Ursache, dass man Formeln dieser Art womoglich aus dem Wage 
geht und selbe nur dann anwendet, wenn das fast genaue Bestehen 
eines Beciprocitatsgesetzes nachgewiesen werden kann. 

Mit den zuletzt behandelten Formeln steht in naher BeziehuDg 
die relatiy einfach aussehende Formel: 

a -{- ex 
y = h-fdx ' 

welche wegen der relativ grossen Anzahl von Constanten, welche sie 
enthalt, als sehr verwendbar angesehen werden konnte. 

In Bezug auf dieselbe ist aber vor Allem zu bemerken, dass sie 
eigentlich eine Formel mit nur drci Constanten vorstellt, da man ja 
Zahler und Nenner durch eine der 'vorkommenden Constanten, und 
zwar am besten durch die beim x im Nenner erscheinende, dividiren 
kann, wodurch man dann neue und zwar drei Constante erhalt. 

So ist: 

a , c 

■ • -j • X 

a-{- ex d d a + ya; 

und wird daher nur letztere Formel weiter zu behandeln sein. 

Nimmt man nun vorerst, um (iber die Natur der Curve ins Klare 
zu kommen, welche der Gleichung: 

a -j- yx 

^'^f+x' 

I 

entspricht, wieder eine Transformation der Coordinaten vor, indem 
man, wie dies pchon auf Seite 109 und friiher einmal geschah, auf ein 
parallel liegendes System Hbergeht, dessen Ursprung aufs alte System 
bezogen m zur Abscisse und n zur Ordinate hat, so ist bekanntlich 
far X und y nur beziehungsweise (x -f- *w) und (y + n) zu setzen, um 
die Gleichung der betreffenden Curve im neuen System zu erhalten. 
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Es wird dann: 

(y-rn)— p _j. (^ ^ ^) , 

oder nach der Beseitigung des Bruches, wenn liberdies die Glieder in 
passende Gruppen zusammeDgefasst werdes: 

xy -{- y{fi -\- m) -\- x{n — y) = (« + 7i^^ — /3w — mn) . 

Wahlt man jetzt das neue System so, dass: 

/3 + w = und n — y = , 
also: 

wi = — /3 und n = y 

werden, so geht die Gleichung in die weit einfachere: 

rcy = (a + ym — fin — mn) 

und bei Berucksichtigung der Werthe von m und w in: 

a;y = (a — /Sy — /Sy — /3y) 
oder: 

xy = (a — 3/Sy), 
endlich in die Gleichung: 

xy = m = Const. 

liber, welche nach dem Vorhergehenden (Seite 109) wieder einer gleich- 
seitigen Hyperbd enispricht, deren Asymptoten die Axen des neuen Systemes 
bilden. 

Schreibt man die urspriingliche Form el jetzt wie folgt: 

um die griechischen Buchstaben fdr die Verbesserungen zu reserviren, 
so hat man behufs Aufstellung einer speciellen Formel unter Beriick- 
sichtigUDg vorliegender Versuchswerthepaare vor Allem e^mBedin gangs- 
gleichungen: 



6 + ^s 

aufzustellen^ um aus denselben zu Naherungswerthen fur die Con- 
stanten zu gelangen. Man hat hiebei ganz ahnlich zu verfahren, wie 
dies bereits auf Seite 112 angegeben worden ist. 

Hat man nun Naherungswerthe fur a, h und c gefunden, so 
handelt es sich noch darum, dieselben zu verbessem, indem man sie 
beziehungsweise in (a + a), (6 -|- Z') ^^^ (p + v) ubergehen lasst. 
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Es geht dann, wie in friiheren Fallen, die Naherungsformel: 



y 



in die richtigere: 



a -{- ex 
h:\'X 



_ (g + «) + (c + y)^ 



y = 



(6 + P) + a; 



uber, welche unter der bekannten (auf Seite 118 bestimmter ausge- 
driSckten) Annahme, dass die Verbesserungen kleine Werthe seien, 
nach der Taylor'schen Reifae^ wie folgt^ entwickelt werden kann: 

Nachdem den Differenzialquotienten hier folgende Werthe zu- 

kommen: 

f a + cx \ 

\b4-x) 1 



dy' 
da 



_± 
da 



iP + x) 



dy' \b -{- x/ (fl + ex) 

db "~ dh"^ (MM)' 



de 



- <C-A^) 



dc 



X 



{h + xy 



so geht die Formel, wenn man tiberdies den constantcu Theil noch 
auf die linke Seite gibt, ^ber in: 

y~y~ 6+^ * " ~ (6 + xY ' p "^ (b + x) ' ^ • 

Hiernach sind aus sdmmtlichen n vorliegenden Versuchswerthe- 

paaren die nachstehenden n Bedingangsgleichungen aufgestellt ^h 

denken: 

1 a 4- ex, « , X, 

y 



a -4" c^i Q 1^ 

yi y\ — 6"+^ • « "" (6 + x^Y * '^ "■ (ft + ajj 



y^ — y% 



h-\- x^ 



a ~y~ cfljj Q I Xi^ 



y» — Vn = 



h-Vx, 



a + ex^ x^ 

"" "" iP + x^Y ' ^ + {h+x^) 




aus welchen sich in bekaunter Weise die folgenden drei Normal- 
gleichungen ergeben: 
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Aus denselben konnen sodann die Yerbesserungen (a, j3 und 7^) 
berechnet werden. 

Die schon auf Seite 7 zar Anwendung gebrachte Formel: 

ist zweifellos als specieller Fall der jetzt besprochenen Formel: 

a -{• ex 
y^ 6 + a; 

anzusehen^ da diese, wenn c ^^\ ist, in erstere Qbergeht. 

Setzt man daher in den obigen Bedingungsgleichungen c^=^ \ 
mid offenbar aucli 7^ = 0, weil ja c^=^\ nicht zu verbessern ist, so 
gehen dieselben in folgende tiber: 

' 1 a + iCj « 



/ 1 ^ "H *n 



aus welchen sich nachstehende, zur Berechnung der Verbessemngen 
a und /} dienende Normalgleichungen ergeben: 

Aaf Seite 9 ist eine der allgemeinen Form y = "^ ent- 
entsprechende specielle Formel: 
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jp = 



t — 142,66276 



t — 33,61131 



,Y r beziehuDgsweise y = — 



— 142,66276 + x 
33,61131 + X 



oder abgerundet: 



!/' = 



— 143 + a: 



— 34 + a; 
angegeben^ welche aus folgenden Versuchswerthepaaren : 



X, 



h 
Pi 



17,8 



i 2/1 =Pi = 2,48 



ys = Ps = 7,00 



x^=-t^^ + 20,3 

U4=l>4 = 8,00 

oAne Zuhilfenahme der Methode der kleinsien Quadrate abgeleitet 
worden ist. Es sind daher die Constaiiten dieser Formel, namlicfa: 

a = — 143 und 6 = — 34, 

als ziemlich rohe Naherungswerthe anzusehen, welche gewisser nach 
dem Yorstehenden aufzusachender Verbesserungen a beziehungsweise ^ 
bedurfen. 

Da die obige Formel mit den abgerundeten Constantenwerthen: 

far a;, = — 17,8 , y/ = 3,104247 statt y^ = 2,48 



;? 



7) 



}) 



aj, = + 4,2 
a;, = + 16,3 
a;^ — + 20,3 



y/ = 4,657718 „ y, = 5,00 
y,' = 7,158192 „ y, = 7,00 
y/ = 8,956204 „ y^ = 8,00 
AufstelluDg der speciellen Normalgleichungen 



gibt, 80 betragen die zur 
erforderlichen Differenzen 

tfj = y, _ y,' = _ 0,624247 

*2 = k - y» = + 0,342282 

*s = y, - ys' 0,158192 

*4 = y* - y/ = — 0,956204 . 
Nachdem femer den in den allgemeinen Normalgleichungen er- 
scheinenden Symbolwertben zufolge ihrer Berechnung nachstehende 
Zahlenwerthe zukommen: 



((y-y')- 



j =. + 0,079297 



2^|(j'-y')-(;^!--|.l = + 0,672762 
2'(-6--b-)' = + 0,010015 



2((T 



b + x 



+ 0,076814 



(6 + a;)^ 

2'i(-f-f|4' = + 0,618436, 
SO ergeben sich die folgenden speciellen Normalgleichungen: 
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+ 0,079297 = + 0,010015 • a — 0,076814 • p 
+ 0,672762 = + 0,076814 - a — 0,618436 • jS, 
au8 denen die Werthe der Verbesserungen wie folgt resultiren: 

a = - 9,001856 , jS 2,205986 . 

Es lautet daher die Formel mit den verbesserten ConatanteD: 

, _ — 143 — 9,001866 + x 
^ "~ — 84 — 2,205986 + x 

oder: 

/ — 162,001866 + X 

y — 36,205986 + a? ' 

und gibt selbe nun: 

fiir iTi = — 17,8 , y/ = 3,14413 statt y^ = 2,48 

„ x, = + 4,2, y; = 4,61794 „ y^ = 5,00 

„ a:3 = + 16,3, y; = 6,81714 „ y, = 7,00 

„ a:, = + 20,3, y/ = 8,28002 „ y, = 8,00. 

Es betragen somit die Differenzen zwiscfaen den analogen Rech- 
nungs- und Versnchswerthen, also die den Bechnungswerthen unter der 
bekannten Yoraussetzung anhaftenden Fehler: 

*i = y/ - yi - + 0,66413 

*2 = y/ - »2 = - 0,38206 
*8 =-ys -y^ 0,18286 

s, = y; - y* = + 0,28002 

und die algebraische Summe derselben: 

5 = ^{d) «= - 0,37923 . 

Vergleicht man diese Werthe mit jenen, welche die Formel in der 
arspriinglichen Form gab (siehe Seite 10 oben), so zeigt sich eine 
entschiedene Besserung, da die ohnedies kleinen Fehler d^ und dg nur 
wenig vergrossert wurden, der weitaus uberwiegende Fehler 8^ hin- 
gegen eine gang toeserUliche Yerringerung erfuhr. Auch die Fehlersumme 
hat sich verringert. 

Durch eine Wiederholung des Yerfahrens konnen selbstverstand- 
lieh die Constanten noch weiter verbessert werden. 

Auf Seite 16 (unten) ist die in der Besprechung befindliche Formel 
mit Constantenwerthen angegeben, welche der Hauptsache nach durch 
yersuchsweises andem der ursprtinglich vorhandenen verbessert wurden. 

Diese specielle Formel hat nun in gewisser Beziehung bessere 
Besultate wie die zuletzt erhaltene gegeben, indem die Maximaldifferenz 
zwischen den analogen Rechnungs- und Yersuchswerthen auf Grund 

Stoinhauior, empirisohe Formeln. 10 
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der ersteren Formel numerisch kleiner (namlich 0,611) wie auf Grand 
der letzteren (d. i. 0,644) wird. 

Auch die algebraische Summe der Fehler war frflher (— 0,064) 
numerisch kleiner wie jetzt (— 0,379). 

Bildet man aber in beiden Fallen die Summe der Fehler^?^^rafe, 
so zeigt sich, wie es der Methode der kleinsten Quadrate entspricfat, 
jetzt die kleinere Summe. 

Es folge nun die Fortsetzung der auf Seite 108 begonnenen Be- 
sprechung verschiedener Gesetze, welche zwischen den Veranderlichen 
X und y bestehen konnen. 

2) Die Werthe der dbhdngig Veranderlichen y seien den zugelwrigen 
Werthen der unabhangig Veranderlichen x gerade oder verkehrt proportionirt. 

Im ersteren Falle besteht der ausgesprochenen Annahme zufolge 
offenbar die Proportion: 

2/ot • yn ■""• Xjfi r 3;^ 

und sind die Werthe der Quotienten -^ = — = 6 , constant. 

Es wird daher auch fiir jedes andere y und zugehorige x die 

Proportion: 

y : yn = x: Xn 

bestehen, woraus wegen =6, 

y ==hx 
folgt. 

Die abhangig Veranderliche y stellt somit in diesem Falle immer 
ein gewisses Yielfache (namlich das bfache) der zugehorigen unab- 
hangig Veranderlichen x dar, und kann diese Eigenschaft dazu benntzt 
werden, eine Reihe von Versuchswerthepaaren in einfacher Weise auf 
das Bestehen des ausgesprochenen Gesetzes zu priifeu. 

Der Formel y = bx entspricht bekanntlich eine durch den Ursprung 
gehende Gerade. 

Das Gesetz der Proportionalitat kann auch verdeckt erscheinen, 

wenn die Beziehungscurve als Gerade nicht durch den Ursprung 

geht, daher: 

y = a -\- bx 

zur Gleichung hat. Es ist sodann: 

y — a =^bx 

und tritt das Gesetz erst bemerkbar hervor, wenn von alien bekannten 
Werthen des y eine und dieselbe (immerhin nicht von vomeherein 
bekannte positive oder negative) Constante a abgezogen wird. 
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Den Werth von a kann man entweder annahernd der graphischen 
Darstellung der Beziehungscurve entnehmen, indem dieser Gonstanten 
jenes (+) Stiick der Ordinatenaxe entspricht; welches zwischen dem 
Ursprung und jenem Punkte liegt^ in welchem diese Axe von der 
Beziehungscurve (welche im vorliegenden Falle geradlinig sein miisste) 
durchschnitten wird, oder aus irgend zwei nach der Form y «==: a '■\- bx 
aufgestellten speciellen Bedingungsgleichungen berechnen. 

Man wird wohl an vorliegenden Versuchswerthepaaren selten das 
Gesetz der Proportionalitat zwischen den Yeranderlichen ganz genau 
bestehend vorfinden. 

Sofem dasselbe selbst in der verdeckten Form nur angenahert 
besteht^ kann zu den zwei Gliedem der Formel noch ein drittes hinzu- 
gefugt, namlich auf eine Formel von der Form: 

y = a + 6a; + ca? 

ubergegangen werden, welche schon friiher (auf Seite 42 und weiter) 
genugend ausfiihrlich abgehandelt worden isi 

Im eweiten der ohen tmsgesprochenen Fdlle, wo namlich die Werthe 
der y den zugehorigen Werthen der x verkehrt proportionirt sind, be- 
steht die Proportion: 

ym * yn ^^^ ^n • Xm ; 

derznfolge die Producte ym^m = ynXn ^=1) constant sind. 

Bs wird daher auch fdr jedes beliebige y und zugehorige x die 

Proportion: 

yiyn^Xnix 

bestehen, aus welcher wegen Xn yn = h, 

h 
y = — 

folgt. Da dann 5 = — ; so ist ein gewisser constanter Theil (der 6*®) 
von y immer dem zugehorigen x reciprok. Es entspricht sodann der 
Formel y = — nach Seite 109 eine gleichseitige Hyperbel. 

Das soeben besprochene Gesetz kann auch verdeckt erscheinen 
und wurde das Diesbezilgliche; wie der Uebergang auf die Formeln 
von der Form: 

M sss a H oder y = a -\ etc. 

bereits in ausreichender Weise (auf Seite 110 nnd weiter) besprochen. 

3) Die abhdnffig Verdnderliche y wdchst nach dner arithmetischen 

Reihe erster Ordnung, wenn die mgehorigen Werthe der undbMngig Ver- 
io* 
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anderlichen x nach einer anderen derartigen Beihe derseJben Ordnung 
fortschreiten, 
Sind: 

. . . a;« = a:i + (n — 1) rf, 

die Glieder der arithmetischen Reihe, nach welcher die unabhangig 
Veranderliche x mit der DiflFerenz d, fortschreitend gedacht wird, 

yi=yij y^^Vi + dy, y^^Vi + ^dy, y^ = yi + ^dy, ... 

...yn=yi + (n—l)dy 

die aufeinander folgenden Glieder jener arithmetischen Beihe mit der 
DiflFerenz dyy welche die zugehorigen Werthe der abhangig Verander- 
lichen y bilden^ so ist: 

^n = a?! + (n — 1) • d, 

und ebenso der zugehorige Werth von y namlich: 

y« =yi + (w — i)-^y 

Lost man jede der beiden Gleichungen fur (n — 1) auf, um durch 
Gleichsetzen der beiden Werthe das n zu eliminiren, so wird vorerst: 



also: 



Vn -Vi 



y 



x^-x 



1 



>^. ' 



yn = l-x, + (i,,- l-x). 




Setzt man jetzt fur die zweifellos constanten Werthe einzelne 
Buchstaben, namlich: 

/ = 6 und (y, — / • xA = {y, - 6a;,) = a, 

so wird: 

y» = a + Ixn , 

oder nach dem Weglassen der jetzt tiberfliissigen Zeiger: 

y = a + 6a;, 
wo: 

6 = / und a=-\y^'- f'xA= (y^ + hx) sind. 

X ^ X ' 

Die vorstehende Gleichung, nach welcher sodann die empirische 
Formel aufzustellen ware, entspricht wieder emer genetgtefiy cUso heide 
Coordinatenaxen schneidenden Geraden. 

Fiir den Fall, dass die Werthe von y nach einer arithmetischen 
Reihe abndhmen, hat man oflFenbar in der obigen Formel nur — d^ 
fiir dy zu setzen. £s wird dann: 
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d / ^ \ 



d 

oder, wenn >^ == 6 und (y^ + ^^i) = ^ gesetzt werden: 

^x 

y^ =s a — hXnf endlich nach dem Weglassen der Zeiger: y = a — bx^ 

was wieder einer geneigten Geraden entspricht. 

Wiirde das Gesetz nicfat genaU; sondem nur naherungsweise be- 

stehen^ so kann^ ahnlich wie in vorhergegangenen Fallen^ ein passendes 

drittes Glied beigefiigt^ also in bereits bekannter Weise die empirische 

Formel in der Form: 

y ^=s a -{- bx -[- ccc^ 

m 

aufgestelli werden^ in welcher sie bekanntlicb einer Parabel entsprichi. 

Die Untersuchung der Versuchswerthe auf das oben ausgesprochene 
Gesetz kann am einfachsten durchgefUhrt werden, wenn die bekannten 
namlich gegebenen Wertfae von x nach irgend einer arithmetischen 
Reihe fortschreiten. 

Da dies aber in den seltensten Fallen nicht schon urspriinglich der 
Fall sein wird, so suche man, wie dies schon auf Seite 107 angegeben 
wurde, aus den Versuchswerthen durch graphische Interpolation zu 
zwei Reihen zusammengehoriger Werthe von x und y zu gelangen, 
von denen die Reihe der x (kurz gesagt die a?- Reihe) eine arith- 
methische Reihe erster Ordnung, die der y aber eine Reihe darstellen, 
welche sodann leicht auf das beziigliche Gesetz untersucht werden kann. 

Bestdnde das Gesetz thatsachlich, so miissten offenbar je zwei 
unmittelbar aufeinander folgende Werthe von y eine constante Diffe- 
renz dy geben, da ja 

yn — yn-i = [j/i + (w — l)dy] — [yi + (n — 2)dy] = d^ ist. 

E^ erUbrigt jetzt noch die Erorterung einer in der Folge in 
ahnlich er Form wiederkehrenden wichtigen Frage, welche im vor- 
liegenden Fall immerhin vom geometrischen Standpunkte aus allso- 
gleieh beantwortet werden kann. 

Schreiten namlich die y nach einer gewissen arithmetischen Reihe 
erster Ordnung fort, wenn die zugehorigen x eine gewisse andere 
solcbe Reihe bilden, so ist es eigentlich fraglich, ob die y auch dann 
noch nach (irgend) einer arithmetischen Reihe erster Ordnung fort- 
schreite^ werden, wenn sie zu x gehoren, welche eine andere der- 
artige Reihe wie frtlher bilden. 

Die Beantwortung dieser Frage ist deshalb wichtig, weil man im 
beQalienden Fall bei der Untersuchung der Versuchswerthe auf das jetzt 
in der Besprechung befindliche Gesetz die x nach einer ganz beliebigen 
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a 



arithmetischen Reihe erster Ordnung fortschreiten lassen kann^ im 
vemeinenden Fall aber nicht wiisste, nach welcher Differenz dx die x 
fortschreiten miissen^ damit das Gesetz der Fortschreitung der zuge- 
horigen y nach einer arithmetischen Reihe erster Ordnung zum Yor- 
schein kommt. 

Wachst y nach einer arithmetischen Reihe mit der Differenz d^, 
wenn x nach einer solchen mit der Differenz dx fortschreitet, so ist 
nach friiher das zu 

Xn=Xi + (m — 1) rfx 

gehorige y, namlich: 

yn = yi + (n — l)dy = f'Xn+ (y^ - ^ -a^i). 

Lasst man jetzt aber x etwa nach einer arithmetischen Reihe mit 
der Differenz d wachsen, so ist irgend ein Glied derselben z. B. das m^ 

Xm =Xi + (m— l)d 

und nach dem Vorhergehenden das zugehorige y, namlich: 



oder : 



d / ^ \ 

ym = -J K + {^n - l)d] + [y^ — /'X^j = 



d 



= /-^i + /-^*~/-<^ + yi-/-^i, 



d 



endlich: 



ym = yi + {m — 1) 



d. 






also ym offenbar gleich den m^^ Gliede einer arithmetischen Reihe erster 

d 
Ordnung, deren Differenz ~ • d ist. 

X 

Es wird demnach bei der Untersuchung der y- Reihe das be- 
sprochene Gesetz, sofern es besteht, immer zum Vorschein kommen 
miisseU; man mag die x nach was immer fQr einer arithmetisclieii 
Reihe erster Ordnung fortschreiten lassen. Diesem Ausspruche zufolge 
ist es ganz gleichgfiltig, in wdcheii gleichen Abstanden man bei der 
etwa Yorausgehenden graphischen Interpolation die Ordinaten zieht. 

4) Bk dbhdngig Veranderliche y schreitet nach einer aritJimetischen 
Eeilw zweiter Ordnung fort, wenn die zugehorigen Werthe der unabhdngig 
Verdnderlichen x eine solche Eeihe erster Ordnung bUden. 

Ist y^ das erste Glied — , a das erste Glied der ersten und d, die 
constante Differenz der zweiten Differenzreihe jener Reihe, welche Yon 
denjenigen y gebildet wird, die beziehlich zu den mit der Differenz rf. 



II. Die Aaftttellung empirischer Formeln nach begrundeter Form. 151 

fortschreitenden x gehoren, so ist das n*® Glied dieser y-Reihe be- 
kanutlich: 

y» = »i + (w - 1) • « + — T. 2 — ' ^y 

und das zugehorige Xy d. i. das n^ Glied der ^-Reihe: 

^» = ^1 + (w — 1) • ^*. 
Eliminirt man aus dem Werthe von ffn das n^ indem man fQr 

dasselbe den aus Xn resultirenden Werth: n = — -^ — - + 1 setzt, so wird: 

oder; wenn fiir die zweifellos constanten Ausdriicke einzelne Bachstaben 
gesetzt nnd die nun QberflUssigen Zeiger weggelassen werden: 

Es fiihrt daher das ausgesprochene Gesetz zu einer Formelform^ 
welche auch schon im Yorhergehenden besprochen worden ist 

Wtlrde das besprochene Gesetz der Abhangigkeit zwischen den 
Veranderlichen x und y nur angenahert bestehen, so konnte wie in 
friiberen Fallen den drei Gliedern der Formel noch ein passendes viertes 
beigefQgt, also auf eine Formel von der Form: 

y=-A^Bx + Cx^-\- Da? 

iibergegangen werden, deren weitere Behandlung gleichfalls bekannt ist. 

Beztiglich der Untersuchung der Versuchswerthe auf das jetzt in 
der Besprecbung befindlicbe Gesetz ist es wieder wichtig in Erfahrung 
zu bringen^ ob es gleichgiiltig ist, nacb welcher Differenz dx man diei x 
fortschreiten lasst^ oder ob das Gesetz, soferne es bestebt, nur dann 
zum Yorscbein kommt, wenn die x nacb einer ganz bestimmten Difife- 
renz fortscbreiten, welcbe man aber in diesem Falle nicbt kennen wiirde. 

Zu diesem Zwecke bat man^ was leicbt gescbeben kann, yorerst 
die obige Formel fiir y^y in der n nicbt mebr erscbeint, in folgeude 
Form zu bringen: 



und sicb zu erinnern, dass nacb frtLber aucb: 

I / ^\ I (**~ l)-(n — 2) , . , 

y« = yi + (w - 1) « + — iT^ — ■ • dy ist 



152 II- Die Aufstellung empirischer Formeln nach begrundeter Form. 



ii 



Lasst man jetzt die x nach einer anderen DifiFerenz, etwa d fort- 
schreiten, so ist irgend ein Glied der a;-Reihe z. B. das m^ also: 

Xm = x^ + {m — 1) • d 

und das zugehorige y namlich y^ nach der ersteren der beiden vor- 
stehenden Gleichungen ofiFenbar: 



y 



m 



Vl'T ^ \^m OCi) Y^ {^*n '^l) "I 2 d ^ ^^"* ^1^'* 



Setzt man jetzt hierin den Werth von Xm ein, so wird: 



2d 



2d J 



oder: 



ym = yi + a {m - 1) - '-, (m _ 1) + -^.-^ (m — 1^. 

Z X X 

d .d\ 
Addirt und subtrahirt man jetzt noch das Glied i'd v^ (m — 1) 

so folgt: 



^ d . d 



d . <5« 
1^ o , 



2d * 

X 



2d. 



(^^ - 1)— 1^- (^^^ - 1), 



1) + Til- 



Cm - 1) + 



oder: 

r A d S d 6^1 d d^ 

y„. = y. + („,_l) [a§^ - -^^ +_|-,j+^-^(„._l)[(^_l)-l], 

endlich : 

(tn— l)(m— 2) ^y^ 



1-2 




ym = »i + (m — 1) [(2ad, — d^dy + dyd)' ^ \ + 

also dass ym gleich dem m^^ Gliede einer arithmetischen Reihe zweiter 
Ordnung wird, deren erstes Glied y^, deren erstes Glied der ersten 
DiflFerenzreihe : 

d S* 
endlich deren constante DiflFerenz -~-^ ist. 

X 

Man mag somit die Glieder der :z;- Reihe nach was immer fur 
einer arithmetischen Reihe erster Ordnung fortschreiten lassen, so wird 
doch immer das im Punkte 4 ausgesprochene Gesetz in der zugehorigen 
y-Reihe zum Vorschein kommen, wenn es liberhaupt besteht. 

5) Die ahhdngig Verdnderliche y schreitet nach einer arithmetischm 
Beihe dritter Ordnung fort, wenn die zugehorigen Werthe der unabhangig 
Ve^dnderlichen x eine solche Beihe erster Ordnung bilden. 
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1st y^ das erste Glied — , a das erste Glied derersten, b jenes der 
zweiten Differenzreihe und dy die constante Differenz der dritten Diffe- 
renzreihe jener arithmetischen Reihe dritter Ordnung, welche die auf- 
einander folgenden Werthe von y bilden, wenn diese beziehlich zu den 
mit der DifiFerenz dx forlschreitenden x gehbren, so ist das n*® Glied 
dieser j^-Reihe bekanntlich: 

, , i\ I (w— l)(n--2) , , (n — l)(w — 2)(n — 3) , 

yn^yi + {n-l)a + '- ^ ^.6+ V2T3^ ^^ 

und das zugehorige Xy namlich: 

Xn=Xi + (w — 1) dxj 

wo Xi das erste Glied der a;-Reilie darstellt. 

Wird der aus der letzteren Gleichung resultirende Werth von n 
in die erstere eingefubrt, so erhalt man^ wenn far die jedenfalls con- 
stanten Ausdrtlcke der Yereinfachung wegen einzelne Buchstaben ge- 
setzt und die Zeiger weggelassen werden, die Gleichung: 

y = A + Bx + Cx^ + JDa?, 

nach welcher sodann die empiriscben Formeln aufzustellen waren. 

Man erkennt nun wohl bereits das Gesetz^ nach welchem sich in 
den Fallen 3^ 4 und 5 die Formeln bilden und kann weiter schliessen^ 
dass eine Form el von der (bekannten) Form: 

y = A + Bx + Cx^ + I)x^ + Elo"" 

zum Vorschein kommen wird^ wenn die ^-Reihe eine arithmetische Reihe 
vierter Ordnung bildet, wahrend die zugehorige a;- Reihe eine solche 
Reihe erster Ordnung ist. 

Die hoheren Differenzen der von den Versuchswerthen unmittelbar 
gebildeten, oder durch graphische Interpolation erhaltenen y- Reihe 
werden begreiflicherweise wegen der den Gliedern anhaftenden unver- 
meidlichen Fehler immer ungenauer^ und es kann daher eine Unter- 
suchung^ ob die y-Reihe eine arithmetische Reihe vierter, fflnfter etc. 
Ordnung bildet, wohl nur mehr unsicher gepflogen werden. 

WUrde man die auf Seite 73 erscheinende Figur 9, welche die 
Spannkraftscurve des Wasserdampfes darstellt, moglichst gross und 
genau zeichnen, so liessen sich etwa folgende Werthe der Spannkraft 
aus derselben (also durch graphische Interpolation) entnehmen, und 
zwar fiir Temperaturen, welche nach einer arithmetischen Reihe mit 
der Differenz 10 fortschritten: 



154 n. Die Aufstellung empirischer Formeln nach begrundeter Form. 



Temp. 


Spannkraft 


1. Differ.- 


2. Differ.- 


3. Differ.- 


4. Differ.- 


5. Differ 


«» Cel8. 


y Millimeter. 


Beihe. 


Beihe. 


Beihe. 


Beihe. 


Beibe. 





4,53 


4,60 










10 


9,13 


8,26 


3,66 


2,29 






20 


17,39 


14,21 


5,95 


3,20 


0,91 


0,38 


30 


31,60 


23,36 


9,15 


4,49 


1,29 


0,20 


40 


54,96 


r 

37,00 


13,64 


5,98 


1,49 


0,32 


50 


91,96 


56,62 


19,62 


7,79 


1,81 


0,28 


60 


148,58 


84,03 


27,41 


9,88 


2,09 


0,26 


70 


232,61 


121,32 


37,29 


12,23 


2,35 


0,29 


80 


353,93 


170,84 


49,52 


14,87 


2,64 




90 


524,77 


235,23 


64,39 








100 


760,00 













Beigesetzt sind die ersten fQnf Dififerenzreihen, aus denen mit 
Rdcksicht auf die Einwirkungen der unvermeidlichen Fehler, welche 
in den Versuchswerthen stecken und bei der graphischen Interpolation 
gemacht wurden^ erkannt werden kann, dass erst die funfte derselben 
die Tendenz zeigt, constant werden zu wollen. Es bilden daher die 
vorstehenden Werthe der y-Reihe annahemd eine arithmetische Reihe 
fiinfter Ordnung, und wurden somit dieselben annahernd wiedergegeben 
werden konnen durch eine Formel, welche die Form: 

y = A i- Bx + Cx^ + Dx^ + Ex' + Fx^ 

besitzt^ aber wahrscheinlich nicht mehr entsprache, wenn sich die Ver- 
suchsreihe auf ein grosseres Temperatur-Intervall erstreckte. 

6) Die dbhdngig Vercinderliche y schreitet nach einer geomehischen 
Reihe fort, wenn die zugehorigen Werthe der unabhdngig Verdnderlichen x 
eine arithmetische Beihe erster Ordnung bilden. 

Sind e der Exponent und y^ das erste Glied der geometrischen 
Reihe, nach welcher y fortschreitet und d die Diflferenz, sowie Xi das 
erste Glied jener arithmetischen Reihe erster Ordnung, welche die be- 
ziehlich zu den y gehorigen x bilden, so ist bekanntlich irgend ein 
Glied der y-Reihe, etwa das w*®: 
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and das zugehorige x namlich: 

a?i» = a?i + (h — 1) • d. 
Fiihrt man jetzt den au3 letzterer Gleichung resultirenden Werth 

SC ~~' OS 

von (n — 1), das ist: -^^ — in erstere Gleichung ein, so wird: 



d 



*»-«i 



oder auch^ wenn man logarithmirt: 

log Vn = log y, + -^ log e, 

endlich: logy«= logy^ — ^•loge + ~|^a;n. 

Setzt man fiir die jedenfalls eonstanten AusdrUcke einzelne Buch- 
staben und lasst die jetzt liberflussigen Zeiger weg^ so wird: 

log y = a + Ix^ 

TTobei dieWerthe derConstanten sich aus folgenden Gleichungen ergeben: 

a = log yi — ^ • log e und 6 = -^ • 

Wiirde nun die auf Grund der yorliegenden Versuchswerthe durcb- 
gefUhrte Yoruntersucbung zeigen^ dass das im Punkte 6 ausgesprocbene 
Gesetz zwiscben den Yerauderlicben x und y gmau bestebt^ so waren 
offenbar die Constantenwertbe a und h aus den unmittelbar vorber- 
gebenden Gleicbungen zu berecbnen und sodann in die Formel: 

log y ^^ a -^ hx 
einzusetzen. 

Zeigt sieb aber^ was wobl weit ofter der Fall sein wird, dass das 
betre£Fende Gesetz nur anriahernd bestebt^ so sind die Gonstanten be- 
kanntlicb so zu berecbnen^ dass die empiriscbe Formel die urspriinglicb 
gegebenen Versucbswertbe mit moglicbst kleinen Feblem bebaftet wieder- 
gibt. Dies gescbiebt jedocb nur dann^ wenn die Constanten unter 
Zubilfenabme der Metbode der kleinsten Quadrate berecbnet werden. 

£s gebt nun bier niebt an, wie gleicb begr^det werden wird^ 
die Constanten dadurcb direct nacb der Metbode der kleinsten Quadrate 
zu berecbnen ; dass man (was nabe lage), wie in yorbergegangenen 
Fallen die Bedingungsgleicbungen: 

\ogy^ = a + lx^, 

log y2 = « + ^^2; 
logya = a + hx^, 



log y« = a + hx, 
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und aus denselben in bekannier Weise die zur Berechnung der Con- 
stantea dienenden Normalgleichungen: 



'^(log y) 



= 2'(«) + 6 •2'(^), 



aufstellt^ da dann die Formel mit den derart zu Stande gekommenen 
Constantenwerthen, entsprechend der Natur der Methode der kleinsten 
Quadrate^ offenbar fiir die Versuchswerthe: 

Recnnungswerthe : 

geben wiirde, zufolge deren nicht die Summe ihrer Fehlerquadrate: 

iVi' - yJ + (y,' - y,T + {y,' - y.T + • • • + (y/ - y.)* 

selbst, sondern die Surame der Quadrate der den Logarithmm der 
Rechnungswerthe anhaftenden Fehler, d. i.: 

Qogyi-logyJ+{logy^'-logy,y+{\ogy^'-\ogij^y+'-+^^ 

ein Minimum wird. 

Es wiirden sich daher nicht die Fehler der Rechnungswerthe, was 
aber wiinschenswerth ware, sondern die den Logarithmen derselben 
anhaftenden Fehler in der algebraischen Summe auszugleichen strebea 

Hieraus ergibt sich aber die Nothwendigkeit, die NormalgleichuDgen 
respective die Werthe der Constanten aus Bedingungsgleichungen ab- 
zuleiten, welche ftir die verschiedenen Werthe von y selbst aufgelost sind. 

Setzt man voraus, dass mit genieinen Logarithmen gerechnet werde, 
so kann die Gleichung log y = a -{- bx auch wie folgt geschrieben 
werden : 

Stellt man jetzt aus den Versuchswerthen nach dieser Form die 
Bedingungsgleichungen ftir die Constanten auf, so sind erstere in Bezug 
auf letztere nicht linear. 

Dies aber hat zur Folge, dass die Constanten nicht unmittelbar 
aus Normalgleichungen, sondern nur dadurch erhalten werden konnen, 
dass man von ihren Naherungswerthen ausgehend diese successive zu 
verbessern sucht, wie dies schon friiher auf den Seiten 117 und 129 
ausfiihrlich erortert worden ist. 

Zu Naherungswerthen der Constanten gelangt man mittelst der 
friiher angefiihrten Gleichungen: 

a = log j/i — ^ • log e und 



^ d 



I 
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in welche man nur die von der Voruntersuchung her bekannten Werthe 
von Xi, ifi, d und e einzusetzen hat. 

Hiebei sind aber x^ und y^ nicht zu verwechseln mit den gleich- 
bezeichneten Grossen^ welche schon in der urspriinglich gegebenen 
Reihe von Versuchswerthen erscheinen^ wenn zum Zweck der Vorunter- 
suchung erst durch graphische Interpolation zwei geeignete Beihen 
zusammengehoriger Werthe der x und y aufgesucht werden mussten, 
in denen dann gleichfalls Xj^ und y^ die ersten Glieder bedeuten. 

Versteht man jetzt unter a' und 6' Naherungswerthe der gleich- 
benannten Gonstanten^ so ist offenbar: 

eine Naherungsformel, welche in die richtige iibergefQhrt werden kann^ 
wenn man an a und 6' die erforderlichen aber vorlaufig noch unbe- 
kannten Yerbesserungen a resp. fi anbringt. 
Es lautet dann die richtige Formel: 

y = lOl(«'+«)+(*'+/*)-*l 

und kann y nach der Taylor'schen Beihe sehr einfach entwickelt werden, 
wenn man, was allerdings nicht erwiesen ist, annimmt, dass die erfor- 
derlichen Yerbesserungen a und p so kleine Grossen sind, dass alle 
jene Glieder weggelassen werden konnen, welche die erste dbersteigende 
Potenzen oder etwa Producte dieser Grossen enthalten. 
Man erhalt hierbei: 

worin nach oben: y' = 10^" ^^'^^ 

ist. Da im vorliegenden Falle die Differenzialquotienten folgende Werthe 

annehmen: 

^ == y' log nat 10 und -^ = y'.x log nat 10, 
so wird: 

y = y'+ {y' log nat lO) • « + (y' • X log nat 10) • /3. 
Schreibt man jetzt die Formel in nachstehender Form: 
y = y' [1 + a • log nat 10] + j^' • a: [/J • log nat lOJ 

und setzt fur die jedenfalls constanten Ausdriicke einzelne Buchstaben, 
namlich: 

1 + a log nat 10 = y und fi log nat 10 = 8, 

woraus fiir spater: 



log nat 10 '^ log nat 10 

folgen, so wird schliesslich: 

y^y'-y + xy'S. 
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Man hat jetzt aus den urspriinglich gegebenen Versuchswerthen 
(weil sie genauer wie die aus ihnen durch grapbische Interpolation 
abgeleiteten Werthe sind) nach dieser Formel die folgenden Bedingungs- 
gleichungen aufzustellen: 

^2 = y/ • y + ^2 • Vt • *; 
ya = y«' • y + ^3 • Vz • *i 



in welch en unter y/, y^ , Vs - - - yn offenbar jene, den gegebenen Ver- 
suchswerthen analogen Rechnungswerthe zu verstehen sind, welche aus 
der Naherungsformel : 

y' = lO^a+b'x) Oder log y'=a' + Vx 

erhalten werden, wenn der Reihe nach x gleich x^^ x^, x^ etc bis Xn 
gesetzt wird. 

Aus den vorstehenden Bedingungsgleichungen ergeben sich sodann 
in bekannter Weise die nachstehenden Normalgleichungen : 

^[yy'] = Y -^{y')' + * -^[^ ■ (y'n 

aus welchen sich y und d, endlich mit Hilfe der Gleichungen: 



a 



und /3 = 




log nat 10 '^ log nat 10 ' 

wo log nat 10 = 2,30258509 • • • ist, auch a und /3 berechnen lassen. 
Es werden dem Vorstehenden gemass eigentlich die Constanten 
der Formel: 

y = y' ' y + xy' ' d = y' (y -{- ^^) 

berechnet, dieselben aber nicht in diese, sondem indirect in die Formel: 

y = lOl(«'+«)+(*'+/»)-*3 

eingesetzt, da ja a und p aus y und d berechnet werden miissen. 

Hiezu kann man aber nur berechtigt sein, wenn beide Formeln 
mit einander identisch sind; dass dies wenigstens dann der Fall ist, 
wenn die Annahme zutrifft, unter welcher die erstere Formel aufgestellt 
wurde, d. h. wenn a und fi in bekannter Weise klein seien, wird aus 
Folgendem erhellen. 

Setzt man in die erstere Formel: 

y = yY + yy'* = y {y + s-x) 

die bekannten Werthe von y\ y und 8 ein, so wird: 
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y = 10C«+*'') . [1 + a . log nat 10 + ^x log nat 10]. 
Schreibt man weiter die zweite Formel: 

wie folgt: 

und nimmt R^cksicht darauf^ dass allgemein: 

£r"»+" = je!~ + «»" (log nat jEf) • n + ^ (log* nat z)*- y + 

+ ^ (log^nat^ef) • 2T3 H 

ist, so kann der Werth von y in analoger Weise in eine Reihe von 
Gliedem aufgelost werded. Es wird dann y oder: 

10 ( l« +&'*! +[«+/**! } = 10l« +*''! + 10l«'+*''l . (log nat 10) • (a + ^x\ 

da die weiteren Glieder entfallen^ weil sie hohere Potenzen und Pro- 
ducte von a und /3 enthalten. 

Diese Gleichung kann aber auch geschrieben werden wie folgt: 
10 { \a'+b'x\+[a-^px\ } = io(a'+6'^) . [1 + a log nat 10 + /3a; • log nat 10] 

und ist somit umgekehrt: 

10(«'+*'*) . [1 + a log nat 10 + ^x log nat 10] = 10 ^ Ia+ft'*14-[a+/?a:i } . 

Hieraus aber ersieht man^ dass die beiden in Frage stehenden 
Formeln thatsachlich identisch sind^ vorausgesetzt^ dass die in Bezug 
auf die Grosse der Gonstanten {a und j3) gemachte Annahme zutrifft. 

Wurde das in der Besprechung befindliche Gesetz nur annahemd 
zwiscben den Veranderlichen bestehen, so konnte man den zwei Glie- 
dern der hiefur abgeleiteten Formel ein passend gewahltes drittes bei- 
fQgen^ namlich die empiriscbe Formel nach der Form: 

log y = a + 6a; + cx^ oder y = 10(«+** +^*'> 

aufstellen. 

Da aber bloss fiir die Gonstanten a und h Gleicbungen existiren 
(siebe Seite 155), aus welchen Naherungswerthe derselben berechnet 
werden konnen, so muss man sucben zu einem Naherungswerth fiir c 
zu gelangen, und zwar etwa dadurcb, dass man die fiir a und h auf- 
gesucbten Naherungswerthe beibehdlt, c aber sodann aus den folgenden 
Bedingungsgleichungen: 

log yi = a + 6^1 + cx^^ f 
log yg == « + ^iCg + cx^^j 
log ys = a + ftiTj + ca^g^ 



log yn='(^ + hOCn + CXr? 

berechnet. Dies kann nun geschehen entweder mit Hilfe der Gleichung 
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'S'ciog y) = >i'(«) + i • ^i'^) + « • yM')> 



y^ , \ 



■^ 



^' 



\^' 



woraus : 



2;(logy)-2;(a)-b-.£(a;) 



namlich eiofach ein aus den vorstehenden Gleichungen resultirender 
Mitteltverth wird, oder entsprechend der Methode der kleinsten Quadrate, 
weil ja nur e allein eine unhekannte Constante iat, mittelst der jeden- 
falls grossere Muhe verarsachenden NormaJgleichtmgi 

V { (log y) . a;* ) = a .^(x^) + 6 .^(pi^) + c -^{x^), 



aus welcher: 



folgt. 



^— Six*) 



Die Naherungswerthe a, h und c der Constanten sind nun wieder zu 
verbessern, indem man a in (a + a), & in (& + /3) und c in (c + y) 
tibergehen lasst. 

Es nimmt dann die Formal: 

die Form: 

y = 10l(«+«)+(*+/*)*+(c+y)x»l 

an^ und wird; wenn man unter der bekannten Annahme^ dass die Yer- 
besserungen sehr kleine Werthe seien^ y nach der Taylor'schen Reihe 
entwickelt: 

Nachdem nun die Dififerenzialquotienten folgende Werthe annehmen: 
% = y log nat 10, % = yx ■ log nat 10, % = y V • log nat 10, 



db 



dc 




da 
SO folgt: 

y = y' (1 + a . log nat 10) -{-y'-xip- log nat 10) + y' • a:* (y log nat 10). 
Setzt man jetzt fur die constanten Ausdriicke einzelne Buchstaben, etwa: 

1 + a log nat 10 = d, /3 log nat 10 = £, y log nat 10 = 9, 
so wird schliesslich: 

y = y' . d + a;y' • £ + a^y' • 9. 

Nach dieser Gleichung sind dann ganz analog, wie dies bei der 
einfacher geformten empirischen Formel auf Seite 158 gezeigt wurde^ 
die BedinguDgsgleichungen aufzustellen, aus denen sich die Normal- 
gleichungen und in weiterer Folge die Constanten d, f, y, folglich 
auch a, /3 und y ergeben. 

Es folge jetzt ein specielles Beispiel: 



J 
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Man hat die bekannten Versuchswerthe: 

fa;j = 0, |a;,=23,85 (x^= 52,12 (x^^^ 91,34 |a;5= 100,87 

U,=4,525' W,=22,24' lys= 101,4 ' ly,= 553,03' 1^5= "9,73 

vorerst auf das im Punkte 6) ausgesprochene Gesetz zu untersuchen. 

Da in der vorliegenden Reihe der Versuchswerthe die Werthe von x 
nicht wie erforderlich eine arithmetische Reihe erster Ordnung bilden, 
so hat man wie im vorhergegangenen Fall aus den gegebenen Ver- 
suchswerthen durch graphische Interpolation zwei zasammengehorige 
Reihen abzuleiten, namlich eine ftir die Werthe von a?, die andere fiir 
die Werthe der ziigehorigen y und zwar so, dass die a;-Reihe eine arith- 
metische Reihe erster Ordnung wird. 

Man wOrde nun beispielsweise und zwar im Einklange mit den 
schon auf Seite 154 angegebenen Werthen folgende zusammengehorige 
Zahlen reihen erhalten konnen: 

rri=0, a;2=20, 0:3== 40, 0:4== 60, a;5=80, a;g=100, 
y,= 4,53, ^8=17,39, ^8=54,96, ^^=148,58, y5=353,93, ye=760,00, 

wobei bis auf Weiteres die oben angefUhrten gleichbezeichneten Ver- 
suchswerthe, um einer Verwechslung vorzubeugen, ganzlich ausser Acht 
gelassen werden mogen. 

Will man jetzt den Exponenten e suchen, welcher der y- Reihe 
zukommt, sofern sie eine geometrische Reihe ist, so hat man nur zu 
bedenken, dass das erste Glied der y-Reihe namlich y^ ^= 4,53, das 
sechste yg = 760 ist, also 

4,53. c»-= 760 Oder log 6 == ^-2«^?^:=i?«i'-^ 

sein muss, woraus 

e = 2,785756 wird. 

Berechnet man mit diesem Exponenten, von y^ «= 4,53 ausgehend, 
die sechs ersten Glieder der geometrischen Reihe, so erhUlt man: 

4,53, 12,62, 35,15, 97,93, 272,82, 760,00, 

statt: 
y,=4,53, y2=17,39, y3=54,96, y4=148,58, y5=353,93, yg=760,00 

und ersieht, dass die y-Reihe wohl wesentlich von einer geometrischen 
Reihe abweicht. 

Es besteht daher im vorliegenden Falle zwischen den Verander- 
lichen das in der Besprechung befindliche Gesetz nur wenig ange- 
nahert und konnen daher von einer diesem Gesetze entsprechenden 
empirischen Formel wohl keine brauchbaren Resultate erwartet werden. 

Steinhanteri empiriiche Formein. 11 
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Da es sich hier aber vorzugsweise um die Art und Weise der 
AusfUhruDg der RechnuDg handelt^ so m5ge trotzdem die Aufstellung 
einer speciellen empirischen Formel nach der Form: 

log y = a -{- hx oder anders geschrieben: y = 10^^+*'^ 

vorgenommen werden. 

Man sucht zuerst die Naherungswerthe a und b' fUr die Con- 
stanten a und b nach den von Seite 155 her bekannten Gleichungen: 

a= log yj — ^- • log e und 6'= -^ , 

worin den einzelnen Grossen jetzt folgende Zahlenwerthe zukommen: 
yi als dem ersten Glied der y-Reihe 4,53, 

^1 77 17 ;; ;; ;, a;-Reihe 0,00, 

d „ der constanten Diflferenz der o^Beihe 20,00, 
e „ dem miUleren Exponenten der (durch 

graphische Interpolation erhaltenen) y-Reihe 2,7857. 

Es werden daher: 

a' = log y^ - ^ . log e = 0,6560982, 



b' = 



loge 



0,022247154, 



und ergibt sich als Naherungsformel: 

Aus derselben sind nun die den verschiedenen in der tirspriinglich 
gegebenen Reihe der Versuchswerthe enthaltenen Werthen von y ana- 
logen Werthe y' zu berechnen. Zum Zwecke dieser Berechnung hat 
man der vorstehenden Formel die folgende Form zu geben: 

log y = 0,6560982 + 0,022247154 • x. 
Sie gibt dann: 

log.y/= 0,6560982 also y/ 

log y/ = 1,1866928 „ y, 

logy; =1,8156198 „ y,' 

log y; = 2,6881532 „ y^ 

logy; =2,9001686 „ y; 

Man braucht nun zur Berechnung der an a' und b' anzubringenden 
Verbesserungen offenbar folgende Zahlenwerthe: 

y,y,'= 20,49825000, 

2/2 y;= 341,84376752, 

VsPs = 6632,20399140, 



fur Xi = 0, 
rcg = 23,85, 

x^= 91,34, 

Xr, = 100,87, 



;? 



77 



;? 



= 4,53000, 
= 15,37067, 
= 65,40635, 
= 487,70056, 
= 794,63680. 
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yiyi= 269713,03903771, 
y^y/ = 619602,15518292, 

yj{yy') = 896309,74022955; 

(y,')* = 20,520900000000, 
(y^y = 236,257588472929, 
(y^y = 427 7,990751 135201 , 
(Vi? = 237851,833298110249, 
{y^y = 631447,650271334416, 

^(y')» == 873834,252809052795: 

afj (y,')« a= 0,0000000000, 
x^ (y,')2 = 5634,7434850793, 
x^(y/y= 222968,8779491667, 
x^ (y^y- = 21 725386,4534493900, 
iCj (yj')* == 63694124,4828695025, 

^[xiyf] = 85648114,5577531385; 

y,y,'a;, == 0,0000000000, 
yjy^'^s = 8152,9738553520, 
ys^s'^s = 345670,4720317680, 
^4^4^ = 24635588,9857044314, 
y^y^% = 62499269,3933011404, 

yj{yy'x) = 87488681,8248926918; 

(a!,y,')« = 0,0000000000, 
(a;»y»')*= 134388,6321191424, 
(^sysO* = 11621137,9187105671, 
(3^494')* == 1984396798,6580672957, 
(ajjy^')* = 6424826336,5870467214, 

V{(a;y')«) = 8420978661,7959437266. 

Setzt man die Zahlenwerthe, welche den einzelnen Gliedern der 
auf Seite 158 angegebenen und fur den vorliegendeu Fall giltigen 
allgemeinen Normalgleichungen entsprechen^ in diese ein^ so erhalt 
man die nachstehenden speciellen Normalgleichungen: 

896309,74022955 = 873834,252809052795 • y + 

+ 85648114,5577531385. d, 
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87488681,8248926918 = 85648114,5577531385 • y + 

+ 8420978661,7959437266 • d. 
Aus denselben werden: 

y = + 2,37856846 und d= - 0,01380256. 

Da nun die Constanten a' und b' der Formel: 

durch a beziehungsweise fi zu verbessem waren, wo nach Seite 158: 
y — 1 » * 



^ = 



und log nat 10 = 2,3025851 , 



lognat 10 ' *^ log iiat 10 

ferner nach Seite 162: 

a =. 0,6560982, b' = 0,022247154 

sind, so werden vorerst: 

a = 0,598705, /3 0,005994, 

mithin die verbesserten Constanten: 

a^a' + a^^ 1,254803 und 5 = 6' + /J = 0,016253. 

Es lautet somit die durch die Constanten verbesserte specielle 
empirischc Forniel (in welcher y' statt y gesetzt wurde, weil sie wohl 
noch nicht die richtige, soudern eine einer weiteren Verbesserung ^hige 
Formel darstellen wird): 

«'— - JQ(l,»M80S-|-o|016S5S-xl 



oder: 

Sie gibt far: 



log y' = 1,254803 + 0,016253 • x. 



= 17,980 statt y, = 4,525, 
=. 43,897 „ y,= 22,240, 
= 126,447 „ yj = 101,400, 
= 548,721 „ y^ = 553,030, 



a;, = 0, log y,' = 1,254803 also yi 
a;j= 23,85, logy,' =1,642437 „ y, 
X, = 52,12, log ys'= 2,101909 „ y, 
a;, = 91,34, logy; =2,739352 „ y, 
0:5 = 100,87, logy; =2,894243 „ y;= 783,868 „ yj = 779,730, 

und betragen somit die Fehler der Bechnungswertlie , sofem die Ver- 
suchswerthe als fehlerlos angenommen werden: 

*i = yi' - y. = 4- 13,455, 
*2 = y2'-y. = + 21,657, 

*3 = ys' - ^3 = + 25,047, 

Si = y:-y* 4,309, 

*5 = y5'-y6 = + 4,138. 

Die algebraische Summe der Fehler ist: 

s = yj{d) = 4- 59,988. 
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Wiirde man die obigen Werthe der Constanten y und 8 m jene 
aaf Seite 158 angeftlhrte allgemeine Formel: 

y = y'{y •\- *^) 

einsetzen^ fur welche diese Constanten eigentlich berechnet wurden^ 
so erhielte man: 

y"= y' . (2,37856846 - 0,01380256 - x) 
und hieraus: 

ftir x^ = 0, y/'= 10,775 statt y^ = 4,525, 

„ :r,= 23,85, y,"= 31,500 „ y, = 22,240, 

„ x^^ 52,12, y;'= 108,521 „ ^3 = 101,400, 

„ x^= 91,34, y/'= 545,172 „ 1/^ = 553,030, 

„ :r5 = 100,87, ^5''= 783,754 „ y^ = 779,730. 

Es haften somit, die Kichtigkeit der Versuchswerthe vorausgesetzt 
den Rechnungswertheu. folgende Fehler an: 

«i = yi" -yi = + 6,250, 

*2-=y»"-yi! = + 9,260, 

*s = 9»"-y» = + 7,121, 

s, = y*" - y* 7,858, 

*5 = ys" - ys = + 4,024, 

deren algebraische Summe: 

s =2'W = + 18,797 
betragt. 

Entsprechend dem auf Seite 158 Gesagten, gibt diese Formel 
bessere Resultate wie die von gewunschter Form, da beide Formeln 
nicht identisch sind, weil die Verbesserungen a uud /3 noch keine 
sdir kleinen Werthe besitzen. 

WoUte man und zwar vorerst in der Formel: 

y" = y' (y + 8x) = y' (2,37856846 - 0,01380256 • x) 

bloss die Constante y verbessern, sie namlich so corrigiren, dass sich die 
Fehler in der algebraischen Summe besser ausgleichen, so hat man 
nur, da ja y" der Reihe nach die in der Versuchsreihe erscheinenden 
Werthe annehmen und die Constante 8 ungeandert bieiben soil, aus 
den Bedingungsgleichungen: 

yi^yi-y + s^iVi, 
y% = y%'r + ^^%y%7 
ys = ys'y + ^^3ysy 



die Normalgleichung: 



yn = yn'y + Sxnyn 



166 H. Die AnfatvlluDg empirischer Formeln noch begrQadeter Form, 
abzuleiten, aus der 

folgt. Da nun; 

^(S) - 1460,925, ^(xs) - 128477,15286, 
2(1/') — 1367,64438 und S 0,01380256 

Bind, so wird: 

C — 2,36482. 
Ea lautet dann die Formel: 

y" — tl' (2,36482 — 0,01380266 . x) 
und gibt selbe: 

far I, — 0,00, J," = 10,71265 slatt y, — 4,525, 
„ I, — 23,85, <)i' — 31,28905 „ y,— 22,240, 
„ X,— 52,12, J," — 107,62189 „ y, — 101,400, 
„ I,— 91,34, y," — 638,46945 „ j, — 553,030, 
„ ii— 100,87, i/s" — 772,83205 „ j/, — 779,730. 
Die den Rechnungswertheu auhafteuden Fehler Bind somit: 
«, — y," — J, — + 6,18766, 

St=yi'—y^ h 9,04905 , 

i,-yi'-y,-+ 6,22189, 

d, — y," - i/j 14,66055, 

di — Js" — »> — — 6,89796, 
und betragt ibre algebraische Summe: 

s —^(S) — + 0,00009. 

Soil die sichtbare BesBerong so gut als mdglicb auf die die ge- 
wilnsehte Form beaitzende Formel: 

y = 10l'»'+"'+f*'+f"''l = 10tl,*S4803+0,OKB58-^ 

Ubertragen werden, so bedenke man nur, dass nacb Seite 164: 

— T75, o' — 0,6660982, i' — 0,022247154, 



lognat 10' 
also jetzt: 



dann wie frflher: 



3,30258 ="JP'>''^*: 
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/} = - 0,00599, 

mithin: (a' + a) = 1,24884, (6' + /3) = 0,01625 sind. 
Man erhalt daher die Formel: 

y ' = 10ll,24884+0,01625.a;l ^^qj. J^g y' _ 1^24884 + 0,01625 - X , 



"welche 



fur x^ = 



;; 



77 



77 



w 



0,00, 
23,85, 
52,12, 
91,34, 
% = 100,87, 



Xa ^^~ 

353 = 
«4 = 



log Vi = 1.24884 
log y/ = 1,63640 
log y.' = 2,09579 
log y/ = 2,73312 
log yg' =! 2,88797 



also 



» 



» 



» 



» 



Vz 



= 17,735, 
= 43,292, 
= 124,678, 
= 540,903, 
== 772,627 



gibt. Es betragen somit die den Recbnungswerthen anhaftenden Fehler: 



*i = yi 
*s = y* 



- yi = + 13,210, 

- yj = + 21,052, 

- y, = + 23,278, 

y* - y« 12,127, 

*6 = !'6'-J/5 7,103, 

und die algebraische Summe derselben: • 

s ^^(S) = + 38,310. 

Wegen der noch immer oicht erfolgten Uebereinstimmung der 
beiden verschieden geformten Formeln wird hier die Fehlersumme noch 
niclit Null. Eine Besserung ist aber doch erfolgt, da die Fehlersumme 
fraher (Seite 164) + 59,988 betrug. 

Es eriibrigt noch die Angabe der geometrischen Bedeutung der 

Gleichung: 

y = iQa+bx Q^gj. iQg y ==a a -\- bx. 

Geht man von dem schon friiher in Figur 2 Seite 51 dargestellten 
Coordinatensystem I Oily in welchem man sich die der Gleichung ent- 
sprechende Curve liegend denken mag, auf jenes IIO^II iiber, so 
andem sich nur die Abscissen x der Curvenpunkte und ist jedes x in 
ersterem Systeme, namlich a^i = m + ^2> wenn mit x^ das jenem Curven- 
punkte zugeh5rige, sich aufs System IIO^II beziehende x bezeichnet 
wird, dessen Abscisse im System 10 J das x, war. 

Es geht dann, wenn vordbergehend zur Bezeichnung des Systemes, 
auf welches die Gleichung der Curve jeweilig bezogen wird, die Zeiger 
eingeftlhrt werden, die Gleichung: 

log yi = » + ^^1 
in: log ya = a + 6 (w + x^ 
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iiber, worin nach dem unmittelbar Vorhergehenden x^ = m -\- x^j und 
weil die Ordinaten y keine Aenderung erfahrcD, y^ = y^ ist. 

Letztere Gleichung bezieht sich offenbar auf das System IIO^II, 
und es konnen jetzt^ wenn man dies im Gedachtniss behalt; die Zeiger 
weggelassen werden. 

Nachdem nun die beziigliche Gleichung auch wie folgt geschrieben 

log y = (a + bm) + ^^ 
und m so gewahlt werden kann, dass (a + &»w) = wird, was 

a 
b 

bedingt^ so gelangt man auf die moglicbst vereinfachie Gleichung der 

Curve, welche 

log y = ire 

lautend; den Lehren der analytischen Geometric zufolge der sogenanuten 
logarithmischen Linie entspricht. 

Unter Bezug auf gemeine Logarithmen kann diese Gleichung be- 



kanutlich in der Form: 




s mar 



dargestellt werden und gibt selbe 

ftir a; = + oo, y = 10*= cx>, 
jj X = -^ a y y = 10*** *= + w, wo w> 1 ist, 
„ a;= 0, y = 10« =1, 



;; 



a; = — a , y = 



10 



fia 



H , wo — < 1, weil M7 > 1 ist, 



?; 



X- OO, y= -^- = 0. 



Man kann hieruach die Curve der Hauptsache nach leicht zeidmen 



V 
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(aiehe Fig. 11, welche sich speciell fiir ^ = Tq ^^S^^^) ^°^ folgende 
tUlgemeine Eigenscbaften derselben erkennen: 

a) Die Curvenpunkte liegen sammtlich iiher der Abscissenaxe, 
welche eine Asymptote bildet; 

b) die Ordinaten zweier von der Ordinatenaxe rechts und links 

gleicb wait abstehender Curvenpunkte sind reciproke Werthe yw und — )• 

Man kann sich nun auch leicht eine Vorstellung machen von der 
Curve, welche der complicirteren Gleichung: 

log y = a + ^^ + c^* 
entspricht. Bedenkt man namlich, dass nach FrOherem der Ausdruck 

a + 6^ + crc* = Y 
nichts Anderes bedeutet, als die zu den verschiedenen Abscissen x 
gehorigen Ordinaten Y einer Parabel, deren Axe der Ordinatenaxe 
parallel lauft, dass also: 

log y = Y oder y = Num. log Y 

ist, so ergibt sich, dass die zu den Abscissen x gehorigen Ordinaten y 
der in Frage stehenden Curve nichts Anderes sind als die Zahlen, 
nvelche zu den als Logarithmen angesehenen Ordinaten Y der der 
Gleichung Y = a + 6a; + coc^ entsprechenden Parabel gehoren. 

Eine andere noch zu erorternde Frage ist die^ ob das im Punkte 6) 
ausgesprochene Gesetz, wenn es thatsachlich besteht, immer zum Vor- 
schein kommt, wenn man nur die x nach einer arithmetischen Keihe 
erster Ordnung, im Uebrigen aber gleichgultig nach welcher, fort- 
schreiten lasst. 

Es ist nach Seite 155: 

yn = yi'e ^ • 

Lasst man jetzt die x nach einer arithmetischen Reihe erster 
Ordnung mit der Differenz 8 fortschreiten, so ist irgend ein Glied 
der a; -Reihe, z. B. das m^, namlich: 

und das zugehorige y nach obiger Gleichung offenbar: 

ym^Vi-e ^ , 

worin noch ftir Xm der angegebene Werth desselben einzusetzen ist. 

Es wird dann: 

d 

af,+ (m— l)d— «i (to— 1)__ 

a 



fm 



yi-e ^ Oder y^^y^-e 
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endlich: y^ = y^ (g^)^'""'^ ^ 

also y^ wieder gleich dem m^ Glied einer geometrischen Reihe, deren 

d 

Exponent aber e = e*^ ist. 

Man kann somit bei der Untersuchung der Versuchswerthe immer 
die X nach einer ganz beliebigen arithmetischen Reihe erster Ordnung 
fortschreiten lassen und versichert sein, dass das besprochene Gesetz 
in den zugehorigen Werthen des y zum Vorschein kommt, sofern es 
thatsachlich besteht. 

7) Die dbhdngig Verdnderliche y schreite nach einer artthtmtischen 
Beihe erster Qrdnung fort, wenn die mgehorigen Werthe der unalhdngig 
Verdnderlichen x eine geometrische Beihe bilden, 

Sind yi das erste Glied und d die constante Differenz der t^- Reihe, 
Xi das erste Glied und e der Exponent der a: -Reihe, so hat man fur 
die n*^^ Glieder beider Reihen, also fiir ein Paar zusammengehoriger 
Werthe von x und y, ofiFenbar folgende Ausdriicke: 

Vn =yi + (n — l)'d, 

a;» = a;i • e^^ . 

Logarithmirt man letztere Gleich ung, so wird: 

log Xn = log Xi + (n — 1) loge, 
also: 

r — n — ^^g ^n — ^Og ^1 _ log^n __ i<>g^i 

^ ^ loge logc logc ' 

folglich: 

y«==2^i+l4e'^^g^«-l5|^'^^S^i- 

Setzt man fiir die jedenfalls constanten AusdrUcke einzelne Buch- 
staben, also etwa: 

so wird nach dem Weglassen der jetzt fiberfliissigen Zeiger: 

y = a + 6 • log X , 

Geht man, um vorerst zur geometrischen Bedeutung dieser 
Gleichung zu gelangen, von dem Coordinatensystem lO^I, auf welches 
man die Gleichung der Curve bezogen denkt, auf ein anderes IIO^II 
liber, dessen Ordinatenaxe mit der des ersteren zusammenfallen, — 
dessen Abscissenaxe jedoch um n iiber der des ersteren liegen moge, 
so andem sich nur die Ordinaten der Curvenpunkte und ist jede Or- 
dinate im ersteren Systeme yi = J/2"t'**; wenn j/g die zum selben 
Curvenpunkt gehorige Ordinate im Systeme IIO^II bedeutet. 



\ 
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Es geht danii; wenn voriibergehend zur Bezeichnung der Systeme, 
auf welcbe sich die Gleicbungeu jeweilig beziehen^ die Zeiger ein- 
gefiibrt werden, die Gleichung: 

yj «r a + 6 log Xi 



in: 



y2 + n = a + blogx, 



2 



sind. 



uber, da nacb oben yi = yg + w und x^ = x^ 

Wablt man nun n = a, so wird; wenn man die Zeiger weglasst, 

aber nicbt vergisst, dass sicb die Gleicbung jetzt aufs System IIO^II 

beziebt: 

y = h - log X 
oder: 

loga;-=y.y, 

endlieb; da der constante Wertb x: =^V gesetzt werden kanu: 

logo; = h'y. 

Vergleicbt man diese Gleicbung mit der auf Seite 168 be- 

sprochenen: 

log y = 6 • a; , 

welcbe der logaritbmiscben Linie entspracb, so ergibt sicb zweifellos, 
dass aucb erstere Gleicbung einer solcben Curve entspricbt^ bei der 
aber die Abscissen x mit den Ordinaten y vertauscbt sind. 

Es nimmt sodann die Curve nicbt 
die in Fig. 11, sondern die in Fig. 12 
dargestellte Lage an, welcbe sicb dadurcb 
cbarakterisirty dass die Ordinatendxe eine 
Asymptote wird und dass keine Curven- 
punkte mit negativen Abscissen vorban- 
den sind. 

Wiirden die vorliegenden Versucbs- 
wertbe dem im Punkte 7) ausgesprocbenen 
Gesetze nicbt sebr angenabert entsprecben, 
so konnte man den beiden Gliedern der 
oben aufgestellten Formel y^=^a'{-h log x 
nocb ein passend gewabltes drittes Glied 
beif^en, namlicb auf eine Formel von der 
Form: y ^^a-^-h- log x •{- c- log* x 

abergeben, deren Constante aus den (ursprfinglicb gegebenen, nicbt 
etwa aus den durcb grapbiscbe Interpolation erbaltenen) Versucbs- 
wertben, wie folgt, direct berecbnet werden mUssen. 



Fig. 12. 




H- »— Y-\ — h-+- to; 
:i 3 '^ jr 6 7 8 
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£s lassen sich aus den Yersucbswerthen folgende Bediogungs- 
gleichuDgen aufstellen: 

yi = ^ + ^ • '^8 ^1 + <^ • log* ^1 
^2 = a + ft • log a?2 + c • log* x^ 

^3 = a + 6 . log a:3 + c • log* a;. 



y» — a + 6 • log a;, + c • log* a:« , 

aus welchen sich nachsteheDde zur Berecbnung der Goustanten dienende 
Normalgleichungen ergeben: 

2(y) - 2'(«) +i-2(}ogx) + e.^(\o^x) 

^[yiogx}=a .^(log a;) + 6 -^Oog^aj) + c •^(log' x) 

^ { y ■ log* oj ) = a •^'Oog* a;) + 6 •^'Gog" ^) + " "^'^'^S* ^) - 

Mit Riicksicht auf das Seite 32 Gesagte soil im vorliegenden Fall, 
namlicb bei BenQtzung der vorstehenden NormalgleichuDgen, die 
algebraische Summe der Fehler gleich Null werden. 

Nachdem der jetzt in der Besprechung befindliche Fall 7) gewisser- 
massen die Umkehrung des demselben unmittelbar yorhergehenden 
bildet^ indem nur x und y mit einander vertauscht sind, so ist es 
ganz Uberfliissig, dariiber eine Untersuchung zu pfiegen, ob, sofem 
das beziigliehe Gesetz besteht^ dasselbe auch immer zum Yorschein 
kommt, wenn man nur die unabhangig Yeranderliche x nach einer im 
Uebrigen beliebigen geometrischen Reihe fortschreiten lasst. 

Eine charakteristische Eigenschaft der Formel: 

y = a + fc • log X -}- c ' log* ir + • • • 

■ 

besteht darin^ dass selbe offenbar fiir negative Werthe des x keine 
reellen zugehorigen Werthe von y gibt, weil bekanntlich die Logarith- 
men negativer Zahlen imaginar sind. 

Diese Eigenschaft ist auch schon in Bezug auf die Gleich ang 
y = a + 6 log X bei der Besprechung. der in Fig. 12 dargestellten 
logarithmischen Linie, welche keine Curvenpunkte mit negativen Ab- 
scissen besitzt^ angedeutet worden. 

8) Die dbhdngig Verdnderliche y schreite nach einer geometrischen 
Beihe fort, wenn die jsugehorigen Werthe der unabhangig Verdnderlichen 
X eine ebensolche Beihey jedoch mit anderem Exponenten bilden, 

Es ist dann unter Beibehaltung der bereits bekannten Bezeicb- 
uungen das n^ Glied der y-Beihe: 
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und das zugeborige x als n*®" Glied der a;-Reihe: 

n 1 z 

Logarithmirt man beide Gleichungen, am (n — 1) eliminiren zu 
konnen, so wird nach der Elimination vorerst: 

log e^ ' log y, — log e • log x^ log e 



and wenn fiir die jedenfalls constanten Ausdrucke einzelne Buchstabeu 
gesetzt; sowie die jetzt Oberflussigen Zeiger weggelassen werden: 

log y «= a + ft • log ^ Oder y = 10(«+**^°8*>, 
wo: 

log e^ . log i/i — log e ' log x^ log e 

a = = ^ und = , 

log e^ log e^ 

sind. Um vor Allem einen Begriflf zu erhalten von der Natur der 
Curve, welche der vorstehenden Gleichung entspricht, ist es zweck- 
massig, letztere in eine andere Form zu bringen. 
Man kann namlich schreiben: 

log y — h log re = a oder log -r = a, 

X 

endlich: 



-J = Num. log a . 

Da nun Num. log a jedenfalls constant, also etwa gleich c ist, so 
hat man noch ~ = c oder: 



x' 



^^af>. 



Die dieser Gleichung entsprechende Curve gehort nun zu den 
sogenannten Totenzaurven, da ein gewisser constanter Theil (der c*®) 
der Ordinate y immer einer gewissen constanten Potenz (der 6*®°) der 
zugehorigen Abscisse x gleich ist. 

Man kann sich hiernach auch leicht eine Yorstellung von der 
beztiglichen Curve machen, welche fiir gerade Werthe von h oflfenbar 
aus zwei in Bezug auf die Ordinatenaxe symmetrisch liegenden Theilen 
besteht, mit einem in den Ursprung fallenden Ruckkehrpunkty weil 
(+ ^y *=* ( — ^y 9 wenn b gerade ist. 

Da bei ungeraden Werthen von b aber (-f- xy = — ( — x)^ 
wird, so liegen dann die gleichgeformten, zu beiden Seiten der Ordi- 
natenaxe befindlichen Theile der Curve auf verschiedenen Seiten der 
Abscissenaxe und bilden im Ursprung einen WendepunJcL 
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Sollte das in der Besprechung befindliche Gesetz nur annahernd 
zwischen den Veranderlichen bestehen^ so konnte man wieder den zwei 
Gliedern der hiefQr abgeleiteten Formel ein passend geformtes drittes 
beifugen, also die empirische Formel nach der Form: 

log y = a + 6 • log re + c • log* x 
aufstellen. 

Es geht nun auch hier wie im Falle 6) aus den schon Seite 156 

angefiihrten Grtinden nicht an^ die Constanten a, b and c dieser Formel 

nach der Methode der kleinsten Quadrate auf Grund der Bedingungs- 

gleichungen: 

Jog 2^1 = a + 5 log a?! + c • log* x^ 

log t/2 = « + * log X^ + C' log* x^ 

^ogys = a + b log x^ + c- log* x^ 



log y« = a + 6 log Xn + C' log* Xn 

direct zu berechnen^ da sich dann nicht die Fehler der y selbst, sondem 
die ihrer Logarithmen ausgleichen wUrden, und muss daher die Formel 
in der Form: 

fi S-. 10 {a+6log«+c-log«Jc ) 

geschrieben werden^ wenn mit gemeinen Logarithmen gerechnet wird. 

Es lauft in Folge dieser Formanderuug die Berechnung der Con- 
stanten nicht einfach ab und kann nur durch successive Verbesserung 
von Naherungswerthen der Constanten zum Ziel gelangt werden, ganz 
ahnlich so, wie dies beim Fall 6) auf Seite 160 geschah. 

Naherungswerthe lassen sich nur von a und b berechnen, da nur 
hiefQr Gleichungen existiren. Es sind namlich nach Seite 173: 

log e^ . log y, - log e • log x^ log e 

a = i und b = -. • 

log e^ log e^ 

Yon der Constanten c hingegen kann wie auf Seite 160 ein 
Naherungswerth aus den obigen Bediugungsgleichungen berechnet 
werden, und zwar entweder mit Hilfe der Gleichung: 

^(log y) =2(a) + h •2'(log x) + e •^'Oog* «), 

2?(log»a;) 

einfach als ein Mittelwerth folgt oder entsprechend der Methode der 
kleinsten Quadrate mittelst der jedenfalls grossere Miihe verursachenden 
Normdlgleichung : 

2 { (log y) • log* x}=a •2'(log* x) + b •^'('og' ^) + c -^CJog* x) . 
woraus: 
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2{(iogy) ' log* a;} — a ■ Z(log*fl;) — h - Z(Log^x) 

wird. 

Die Naherungswerthe der Constanten (a, b und c) sind nun da- 
darch zu verbessem, dass man a in (a -{-a), b in (6 + /S) und c 
in (c + y) Hbergehen lasst 

Es nimmt dann die Formel: 

die Form: 

y _ io{(«+«)4-(6+/?)iog*4-(c+y)iog»*} 

an^ und es wird, wenn man unter der bekannten Voraussetzung, dass 
die Yerbesserungen a, fi und y sehr kleine Werthe seien, y nach der 
Taylor'schen Reihe entwickelt: 

Nachdem die Differenzialquotienten jetzt folgende Werthe an- 
nehmen: 

^=y log iia* 10; sf = y' log ^ • log nat 10, 

^ = y' log* a: • log nat 10, 

so ist auch: 

y = y' (1 + a log nat 10) + y' • log x (/3 log nat 10) + 

+ y' log^ ^ (y log nat 10) . 

Setzt man jetzt fiir die jedenfalls constanten Ausdrticke einzelne 
Buchstaben, etwa: 

(1 + a log nat 10) = d, /3 • log nat 10 = £ , y log nat 10 = 9 , 

so wird: 

y = yd+{y log x) - s + {y' log^rr) • 9 . 

Nach dieser Gleichung sind aus den ursprunglich gegebenen 
n Versuchswerthepaaren die nachstehenden n Bedingungsgleichungen 
anfzustellen: 

Vi =!//* + (y/ log a?i) • « + (y/ log' 3C^) • 9 

y« = yg' * + {y% log x^)'B + (y/iog« x^) - q> 
ys = ys' * + (y/ log ^s) • « + (ys' log' ^rg) • 9 



Vn =y«'* + (y»' log fl^n) • fi + (y»'iog'a;n) • (p, 

aus welchen sich die folgenden drei Normalgleichungen in bekannter 
Weise ergeben: 
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+ 9'-2{(y')Mog»a;}, 

Aus denselben lassen sich nun die Constanten 8, s und q) be- 
rechnen, und mit Hilfe derselben die Verbesserungen a, fi und y, da 
aus auf der vorhergehenden Seite enthaltenen Gleichungen: 

" "^ log nat 10 ' ^ log nat 10 "° ^ "^ log nat 10 
folgen. 

Selbstverstandlich miissen die Werthe y^', t//, Vz ' ' ' Vn aus der 

Naherungsformel : 

d. i. n'amlich aus: 

log y' = o + ft • log a? + c • log* x 

berechnet werden, zu welchem Zwecke man nur der Reiha nach f&r x 
die in den Versuchswerthepaaren erscheinenden Werthe rCj, a:,, x^ etc 
bis a;, in die Formel einzusetzen hat. 

Die Versuchswerthe y reehnet man sodann aus der durch die corri- 
girten Constanten verbesserten Formel: 

welche beim Gebrauche in der Form: 

log y = (a + a) + (fc + /S) log rr + (c + y) log* x 

anzuwenden ist. 

1st eine empirische Formel nach der einfacheren zweigliedrigen 

Form: 

log y =^ a'\-h ' log x 

aufzustellen, so vereinfachen sich selbstverstandlich die Normalgleich- 
ungen^ da c = 0, also y = und 9 = werden. 
Man erhalt dann blofs: 

^(yy') = S '^(yj + e -^Wf log x\, 

'^[yy'iogx] =<y-^{(y?ioga:} +«.2'{(y')*iog««), 

wo: 

* = (1 + a log nat 10) und « = /5 log nat 10 , 
also: 
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^ \ntT tiof in; P 



log nat 10 ' ^ log nat 10 

sind and die erforderlichen Werthe von y' aus der Naberungsformel: 

y' as I0(« + *io8*) 
respective: 

log y' = a + 5 • log X 
zu berechnen sind. 

Die Werthe der abhangig Veranderlichen y rechnet man aber aus 
der durch die coi^rigirten Gonstanten verbesserten Formel: 

y ^ io{(« + «)4-(ft+/*)iog*}^ 

welche fiir den Gebrauch selbstverstandlich in die Form: 

log y = (a + a) + (6 + j3) log x 
za bringen ist. 

Es ist aucb im vorliegenden Fall wiinschenswerth zu erfahren^ 
ob man bei der an den Yersuchswerthepaaren vorzunehmenden Unter- 
suchung die Werthe von x nach einer ganz beliebigen geometrischen 
Progression zuuehmen lassen und dabei versichert sein kann, dass das 
im Punkte 8) besproehene Gesetz in den zugehorigen j^-Werthen zum 
Vorschein kommt, sofern es besteht. 

Sind unter der Annahme, dass das Gesetz bestehe: 

^n = yi • ^r' 

und ^n = ^1 • ^r' 

znsammengehorige Werthe der beiden Veranderlichen, so wird, da aus 

log X — log Xi 

log Xn = log Xi + (n— 1) log Co: das M — 1 = - ^^^ folgt: 

logx„ — log ar, 



y» — J/i • «y ^''^'' • 
Lasst man jedoch x nach einer anderen geometrischen Reihe 
fortschreiten, namlich nach einer solchen mit dem Exponenten e, so 
ist irgend ein Glied der x-Reihe, etwa das m**, also: 

Xfn = Xi' ^-^ , 

und das zugehorige y namlich: 

logx^ — logx, (m — 1) log e 

ym = yt' ey~'-^^ ~=yi'ey '""^'^ 

oder: 

/ log 9 \ W— 1 

also ym wieder das m^ Glied einer geometrischen Reihe, deren Ex- 
ponent aber: 

( log< \ 
SteiiihaiiBe|r, empirisohe Formeln. 12 
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Es scbrciten demnach, wenn das bezOgliche Gesetz thatsachlich 
besteht^ die y immer nach einer geonietrisclien Reihe fort, wenn nnr 
die zugehSrigen x eine ebensolcbe Reibe bilden, deren Exponent jedoch 
beliebig ist. 

Die Berechnung eines speciellen Beispieles kann bier entfallen 
wegen der grossen Aebniichkeit, welcbe dieselbe mit jener hatte, die 
beim Fall 6) auf Seite 161 und weiter durcbgefQhrt erscheint. 

9) Die abhdngig Verdndei'liche y schreite nach einer arithmetischen 
Reihe eicdter Ordnung forty tvotn die zugehorigen Werthe der unahbdngig 
Verdnderlichen x eine geometrische Reihe hUden. 

Unter Beibehaltung der schon mehrfach gebraucbten Bezeichnungen 
wird das n*® Glied der a;- Reihe: 

also: 

log a:^ — log «! _ log x^ log x^ 
[n— ; = j^— - — j^— - — j^— , 



ferner das zu dieseni x geborige y namlicb: 

y« = yi + (w — 1) a + ' — ^2 — ' ^> 

oder endlich weil auch: 

Un =V, + (n - 1) a + {(n - 1) [(n - 1) - 1]} -1. 

ist: 

y. = yi + (« — 1)« + (w — 1)* ■ Y — (n - 1) • 4 • 

Fuhrt man jetzt den Werth von (n — 1) aus Xn in diese Gleichung 
ein, so wird nach Ausfiihrung der angezeigten Multiplicationen und 
nach dem Zusammenfasseu der Glieder, welche gleiche Potenzen Ton 

log Xn enthalten: 

^ / d log x^ __ a log x^ , d log* x^\ , 

y** \^\ + 2 log c, log c^ ' 2 log'* t]j "^ 

, / a d dloga;A , \ ^ \ % 

Setzt man fQr die jedenfalls eonstanten Ausdriicke einzelne Buch- 
staben und lasst die jetzt GberflUssigen Zeiger weg, so wird: 

y = -4 + 5 log a: + C log* Xy 

wo: 

, _ / , d log g, _ g log g| , ^ ^og' ^i \ 
^ — ^yi -r 2 log e^ logc^ "T" 2 log«cJ ' 



^ ^ /_« d__ _ d log a; A 

yog c, 2 log «^ log* t^ ) 



"°^ ^=2l5g^e- '^'"^^' 
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Es ist dies somit die Form, welclie der empirischen Formel im 
vorliegenden Fall zugeben ware, tind durfte man kaum einen Fehlschluss 
macheii, wenu man mit Riicksicht auf den im Punkt 7) auf Seite 170 
behandelten Fall den Sehluss zoge, dass die Formel die Form: 

y = A-}- Blogx -^ C log* a; + D log* x 

annehmen wttrde, wenn die y unter den im Uebrigen hier obwalten- 
den Verhaltnissen nach einer arithmetischen Reihe dritter Ordnung 
fortschritten. 

Das in Bezug auf die Berechnung der Constanten einer solchen 
Formel Erforderliche wurde bereits auf Seite 172 angegeben, und 
kann somit hierauf verwiesen werden. 

Um nachzuweisen, dass das im vorliegenden Fall besprocbene 
Gesetz, sofern es besteht, in der Reihe der y immer zum Yorschein 
kommt, wenn man nur die zugehorigen x nach einer fibrigens in Bezug 
auf den Exponenten beliehigen geometrischen Reihe fortschreiten lasst, 
gehe man wie folgt vor. 

Man bringe die obige Gleichung fur y« vorerst in folgende Form: 

y» = yi + l^ Gog Xn - log Xi) - gy— (log X, - log X,) -f 

+ 2b?^ (^""S ^n - log X,y 

und erinnere sich^ dass nach Friiherem auch dem y^ als n^™ Glied 
der Werth: 

y»i = yi + (« — 1) « + ~ 1 .2 "" ' ^ zukommt. 

Lasst man jetzt die x nach einer anderen geometrischen Reihe 
fortschreiten und zwar mit dem Exponenten e, so ist irgend ein Glied, 
-der a;-Reihe z. B. das m*^, namlich: 

Xm = Xi' er-^ , 

und das zugehorige y^ nach der ersten der vorstehenden Gleichungen 
offenbar: 

»m = yi + i^ (log x„, - log X,) - -^^-—^ (log a;« - log x,) + 

+ 2lS^ (^"8 «« - log Xi)* • 

Setzt man nun den Werth von log Xmy d. i.: 

log Xm = log iCi + (w — 1) log 6 

in diese Gleichung ein^ so wird: 

, a log e / ^x d log c / ->. , d log*€ , ^v. 



log t^ ^ >' 2 log 

12 



n -J. 
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d loff ' £ 

Addirt iind subtrahirt man noch das Glied: , , (m — l), 
auf der rechten Seite dieser Gleichung^ so wird: 

y- = yi + b^ (m - 1) - ^1^ (w - 1) + g-i^g.,- (m - 1) -f 
oder: 

ym = yi + (m - 1) [^-j^— - 2is^ + 2tog'^J + 

endlich: 
yni = yi + (w— 1) r(2aloge:, — dflog^ + ^ ^^8 «) • jfi^l^J + 

(m— 1) (m — 2) dlog'c 



+ 



1 . 2 log* c_ ' 



also y,A gleich dem m*^ Gliede einer a^thmetischen Reihe zweiter 
Ordnung^ deren erstes Glied y^^ deren erstes Glied der ersten Differenz- 
reihe: 

a'= U2a log e, — d log ^ + rf log e) • ^{^|/J , 

d loff' £ 

endlich deren constante Differenz d'= t — f — ist. 

log' «, 

Man mag somit die Werthe von x in der Versuchsreihe (oder 
eyentuell bei der graphischen Interpolation) nach was immer fiir einer 
geometrischen Reihe (Progression) fortschreiten lassen, so wird doch 
das im Punkte 9) ausgesprochene Gesetz zumVorschein kommen, sobald 
es Uberhaupt besteht. 

Die der Gleichong y = -4 + B log a; + C log* x entsprechende 
Curve fahrt keinen besonderen Namen. Denkt man sich zor Verein- 
fachung der Gleichung die derselben entsprechende Carve aaf ein 
neues Coordinatensystem bezogen, dessen Abscisseuaxe um A hoher 
liegt^ so wird nur jede der Ordinaten um A verkiirzt, also 

y = B • log re + C • log' x 
oder: 

y «= log a; (5 + C • log x) . 

Bedenkt man jetzt, dass der Ausdruck J? + C • log a? = y' nach 
Seite 171 resp. 172 den Ahsdssen einer logarithmischen Linie entspricht; 
welche zu den Ordinaten x gehoren, so ergibt sich, dass vorstehende 
Gleichung einer Curve entspricht, deren Ordinaten y erhalten werden, 
wenn man den Logarithmus der zugehorigen Abscissen (namlich logo;) 



"\ 



J 
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mit den zu x gehorigen Abscissen y' einer in gewisser Lage befind- 
]icheii logarithmischen Linie multiplicirt Mit einigen Worten wurde 
dieser Curve iibrigens schon auf Seite 172 gedacht. 

10) Die abhdngig Veranderliche y scfireUe nach einer Reihe fort, 
deren erste Differenareihe eine geometrische Reihe bilde, wenn die mge- 
horigen Werthe der undbhdngig Verdnderlichen x eine arithmetische Eeilie 
erster Ordnung darstellen, 

•Sind: 

Xt » Xa • ' ■ X* "J~ d m Xq ^^ Xi "■^" £dQ/ J Xa ~*~^ Xt "T~ O Cv . . . . 

Xn = Xi -{- (n — l)d 
die aufeinander folgenden Glieder der x-Reihe^ dann beziehuDgsweise: 

yi; y2y ys; y^y •••?« 

die zugehorigen Glieder der y-Reihe^ endlich: 

a, =ai, a2 = a^ej a^ = a^e^, a^ = a^ 6^ • • • a„_i = a, e»-^ 

die Glieder der ersten DiflFerenzreihe, welche eine geometrische Reihe, 
etwa mit dem Exponenten e sein soil, so ersieht man ganz deutlich, dass 

Vi^Vif ya = yi + «i; j/3===y2 + «2 = yi + «! + «ic, 
y* = ys + «3 = j/i + «i + »i« + «!«" 

and ganz allgemein: 

y» = yi + «i + «i^ + «i^ + ^\^ H h oi«^* 

wird. Da nun weiter: 

y« = yi + «i (1 + e + «* + «^ H h «""') 

und nach Summirung der in der Elammer eingeschlossenen geometri- 
schen Reihe 

y» = yi + «i • e_^ 

ist, so ergibt sich, wenn in diese Gleichung der aus Xn folgende Werth 
Ton (n — 1), d. i.: 

(»-!)= d-d d 
eingesetzt wird: 



x^ — aji x^ aj, 






y« = yi + «i • g_i — 

oder: 

yn=yi+a^ — 



^ c — 1 

d 



(c — 1) . e 

Setzt man fiir die jedenfalls constanten Werthe einzelne Buch* 
staben^ und zwar: 
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und spater: 



1 



so wird, wenn flberdies die fiberfllissig gewordenen Zeiger weg- 
gelassen werdeu: 



X 



yn = A + B-e^y 

in welcher Gleichung noch e als Exponent der geometrischen und d 
als Differenz der arithmetischen Reihe erkennbar hervortreten; dann 

(weil e^ = Lew J « Q" ist): 

Nach dieser Form waren somit empirische Formeln aufzustellen, 
wenn das dermalen besprochene Gesetz zwischen den Veranderliclien 
X und y besteht. 

Um die Natur der der vorstehenden Gleichung entsprechenden 
Curve leichter erkennen zu konnen, ist es nothig, eine Vereinfachung 
der ersteren zu erzielen, was wieder leicht durch die Transformation 
der Goordinaten bewerkstelligt werden kann. 

Denkt man sich namlich vorerst die Curve auf ein gewisses System 
JO^Jbezogen und deshalb vorQbergehend ihre Gleichung mit Zeigern 
wie folgt gcschrieben: 

damit man erkennt, dass sich die Coordinaten aufs System lO^^I be- 

ziehen, dann aber auf ein anderes diesem parallel liegendes System 

IIO^II bezogen, bei dem nun die Abscissenaxe um n uber der des 

ersteren liegt^ so bleiben die Abscissen x^ im neuen System ungeandert^ 

wahrend sich die sammtlichen Ordinaten y^ um n yerkUrzen. 

Driickt man in der Gleichung der Curve die alten Coordinaten 

durch die neuen aus, indem man x^ statt x^ und y^-^- n statt y^ setzt^ 

so erhalt man: 

y^ + n^A + B'C'^ 

als Gleichung der aufs neue System bezogenen Curve. 

Wahlt man jetzt w = -4, so wird nach dem Weglassen der flber- 
fiiissigen Zeiger: 

y^BC 

oder, wenn man die Gleichung logarithmirt: 

log y = log i? + ^ log C^- 
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Mau kann filr die constanten Werthe wieder einzelue Buchstaben 
setzen, etwa M filr log B uDd N fUr log (7; es nimmt dann die 
Formel die Form: 

an, welehe mit der auf Seite 155 besprochenen: y ^=s a '\-hx Toll- 
standig libereinstimmt. Da letztere Gleichung aber nach Seite 167 einer 
logarUhmischen Linie entsprach^ so entspricht auch obige Gleiehung 
derselben. 

Geht mau auf die ursprdngliche Form der Formel zuriick^ d. i. auf: 

y = A + B'C', 

um die Art und Weise der Berechnung der Constanten aus den Ver- 
sucbswerthen nach der Methode der kleinsten Quadrate zu besprechen, 
so erkennt man wohl gleich; dass eine directe Berechnung derselben 
wieder unmoglich wird, weil die Gleiehung in Bezug auf die Con- 
stanten keine lineare ist. 

Man hat daher vorerst Naherungsworthe fUr die letzteren zu 
suchen und selbe dann successive zu verbessern. 

Zu den gewtinschten Naherungswerthen aber kann man gelangen 
mit Hilfe der oben angegebenen Gleichungen: 

in welehe nur die bei der Untersuchung der Versuchswerthe erhaltenen 
Zahlenwerthe von: y^ als dem ersten Glied der y-Reihe, a^ als dem 
ersten Glied der ersten Differenzreihe, e als dem Exponenten der von den 
Gliedern der Differenzreihe gebildeten geometrischen Reihe, d als der 
Differenz der von den x gebildeten arithmetischen Reihe eiozusetzen sind. 
Mit diesen Naherungswerthen stellt die Formel: 

y' =A + B'C^ 

eine Nahemngsformel dar, welehe in die richtige: 

y = (^ + a) + (B + /S)(C + y)« 

dbergeht, wenn man an den Naherungswerthen -4, B und C der Con- 
stanten die erforderlichen Yerbesserungen a resp. p und y anbringt. 
Unter der bekannten Annahme, dass letztere sehr kleine Werthe seien, 
kann y wie folgt nach der Taylor'schen Reihe entwickelt werden: 

y ^ ^ dA ^^ dB P^ dG ^' 
wo y' = J. + jBC* ist, und infolge dessen den Differenzialquotienten 
nachstehende Werthe zukommen: 

dA ^' dB ^'> dC ^^ ^ ' 



id 
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Es wird daher: 

y =-y' + a + fi'C + y • jBa; • (7*-^ 
und weil der constante Wertli By = d gesetzt werden kann: 

Man hat jetzt aus den n urspriinglich gegebenen Versuchswerthe- 
paaren die nachstehenden Bediogungsgleichungen: 

yi — yi' = a + Sx^ • C'^-^ + p-C""^ 

y2 - y/ = « + *^8 • G^'' + P'C^ 
ys - y/ = « + *^8 • C'*-* + /5 • c*- 



aufgestellt zu denken (wo y^', y^', yg', • • - yn die Werthe bedeuten, 
welche aus der Naherungsformel fiXr y' erhalten werden, wenn der Reihe 
nach X gleich x^, x^, x^ etc. bis Xn gesetzt wird), aus denen sich dann 
folgende Normalgleichungen ergeben: 

Aus denselben lassen sich cc, fi und S berechnen, worauf sich noch, 

weil d =^ By ist, y «= ;^ ergibt. 

Sind die Yerbesserungen a, fi und y beziiglich an den Naherungs- 
werthen A, B und C der Constanten angebracht, so hat man nur mehr 
aus der Formel: 

y=^(A + a) + (B + fi)(C+yr 
die den Versuchswerthen y analogen Werthe zu berechnen, um die 
Brauchbarkeit der Formel zu priifen. 

Wurden entgegen der gemachten Annahme fQr die Verbessemngen 
keine sehr kleinen Werthe erhalten, so gibt die Formel noch nicht so 
gute Resultate, als sie trotz Beibehaltung der Form mit gewissen an- 
deren Constantenwerthen zu geben vermochte. 

Sie gibt dann bekanntlich aber auch nicht dieselben Werthe wie 
die Formel: 

y = y + a + fi ' C + y ' Bx ' c*-s 

nach welcher die Bedingungsgleichungen aufgestellt und fUr welche 
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eigentlich die Werthe der Constanten a, fi und 6 bere^buet wurden, 
da sie unter den obwaltendcD Umsttinden mit der letztereu Formcl 
nicht identisdh ist^ sondem dies erst wird, wenn die bekannte Antiahint* 
als gerecbtfertigt erscheint 

Setzt maD^ um dies zu erweisen, in die letztere Forinel unter 
anderem den y' entsprechenden Werth: {A + BC') ein, so kanu die- 
selbe auch wie folgt geschrieben werden: 

y = (4 + a) + BC' +P'C' +y*Bx' C—K 

Erinnert man sich jetzt^ dass uaeb dem binomischen Lehrsatz 
und weil Glieder mit 7^ etc., wenn y sehr klein ist, weggelassen werden 
konnen: 

isty also: 

O = (C + y)* — xyC'-^ und xyC'-^ = (C + y)* — C' , 

mitbin: 

yBxC'-^ = B(C + yY - JBC, 

werden miissen^ so geht die obige Gleicbung auch fiber in: 

y={A + a) + BC + ^[(C+ y)' — fl;yC*-^] + J?(C + y)' - JBC 
oder: 

yr^{A + a) + p{C+yY -X'^-y 0*-^ + JB ((7+ y)' . 

Nacbdem jetzt aber aucb das /3y enthaltende Glied als ver- 
sebwindend klein weggelassen werden kann^ so wird scbliesslicb: 

y = (J + a) + (5 + ^)(C+y)-, 
und ersiebt man bieraus^ dass die Formel: 

y = y' -I- a + §'C* +y'BX'C*-^ 
tbatsacblicb in die von gewOnscbter Form: 

y == (A + a) + iB -\- fi) (C -\- yy 

Qbergebt^ wenn a^ fi und y so kleine Grossen sind^ dass alle Glieder, 
welcbe die erste tlbersteigende Potenzen oder Producte dieser Grossen 
entbalten, gegen jene Glieder weggelassen werden konnen, in denen 
nur die ersten Potenzen derselben erscbeinen. 

Ob das im Punkte 10) ausgesprocbene Gesetz, sofern es bestebt, 
in den Wertben von y immer zum Vorscbein kommt, wenn nur die 
zugeborigen Wertbe von x nacb irgend einer im Uebrigen beliebigen 
aritbmetiscben Reibe erster Ordnung fortscbreiten, dies wird sieb im 
Folgenden zeigen. 

Es drt&ckte sicb (siebe Seite 181) im vorliegenden Falle das 
Gesetz, nach welchem sich die Glieder der y-Reihe bilden, durcb fol- 
gende, das allgemeine Glied darsiellende Formel aus: 



« 
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^—^ — 1 

ftir dieses allgemeine Glied j^n wurde aber noch der folgende Ausdruck 
gefunden: 






y« - yi + ai ^ — ^-zri > 

welcher das zu y» gehorige a? nainlich a;« und die Differenz (d) der 
arithmetischen Reihe enthalt. 

Lasst man jetzt die x nacb einer anderen arithmetischen Reihe 
fortschreiten, deren DiflFerenz etwa 8 sei, so ist irgend ein Glied dieser 
Reihe, etwa das m^, also: 

a:m — a^i + (w— 1)*, 

und das zugehorige y^ namlich: 



ym = yi + «i 






fi. e — 1 
(c — 1) . c^ 

Setzt man hierin den Werth von Xm ein, so wird: 

t ^ a 

ym — Vi + a, — - ^. 

Dividirt man vorlaufig den Zahler und den Nenner des zweiten 
Gliedes durch e^, so geht diese Gleiehung in: 

, e('~-i)4 a, 

oder auch in: 

\e^) -1 

ym = yi + fli — ^-37^ — 

ilber, und nimmt, wenn noch Zahler und Nenner des Bruches mit 
\e^ — 1/ multiplicirt werden, folgende Form an: 

, Lle^-l) (e^) -1 

In dieser Formel stellt dann tfm offenbar das m^ Glied einer ^eihe 
dar, welche dem im Punkte 10) bezUglich der y-'Reihe ausgesprochenen 
Bildungsgesetz entspricht, da der Form nach diese Formel genan mit 
der fur dieses Gesetz oben abgeleiteten Formel: 



^ 
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c*~^— 1 
ffn = »i + «i • -^1^1- 

Ubereinstimmt. Es beginnt dann die erste DiflPerenzreihe uicht mit a^, 
sondern mit: 

, o, le** — 1/ 

a «=-2 — 

c — 1 . 

und schreitet die geometrische Reihe nicht mit dem Ezponenten e, 

sondern mit dem Exponenten 6'e» e^ fort. 

Die Aufstellung einer speeiellen empirischen Formel im vor- 
liegenden Falle moge an folgendem Beispiel . erlantert werden. 

Es seien die nachstehenden bekannten Versachswerthe: 

x^^O |a?2«=23,85 f iCj = 52,12 

y, = 4,525' ly,- 22,24' (y3== 101,40 ' 

fx^= 91,34 p5= 100,87 

I y,- 553,03' 1 y, = 779,73 

vorerst auf das im Punkte 10) ausgesprochene Gesetz zu prfifen. 

Zu diesem Zwecke zeichnet man, wie bereits bekannt, die Be> 
ziehungscurve in mogUchst grossem Maassstabe, um fUr Werthe von Xy 
welche nach einer arithmetischen Reihe erster Ordnung fortschreiten, 
die zugehorigen Werthe von y erhalten zu konnen. 

Man fande nun im Einklange mit den auf Seite 154 angefilhrten 
Werthen: 

f«lrir/ = 0, < = 20, <«=40, a:/ = 60, iCj' — 80, < = 100, 

als zugehSrige Werthe von y: 

y/ = 4,53, y; = 17,39, ^3' = 54,96, y/^ 148,58, 

y^' = 353,93 , yg' = 760,00 . 

Es ergeben sich somit als aufeinanderfolgende Glieder der ersten 
Differenzreihe der y- Reihe: 

Ui = 12,86 , Og = 37,57 , a^ = 93,62 , a^ = 205,35 , a^ = 406,07 , 

and es ist der Exponent e dieser Differenzreihe, sofern sie eine geome- 
trische Reihe bildet, offenbar nach der Formel: 



a 



-8 — , "*-^ 



zu berechnen, wo n = 6, a^ •= 12,86 und a^r^i «== ag = 406,07 gesetzt 
werden muss. Es wird daher: 

^ = 31,5762052 
und hieraus durch logarithmische Rechnung: 
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log e = 0,3748400, 
endlich 

e =. 2,370500. 

Berechnet man jetzt vod a^ <» 12,86 als erstem Gliede ausgehend, 
die auf einander folgenden fQnf Glieder der geometrischen Reihe mii 
Hilfe des eben erhaltenen Werthes von c, so erhalt man: 

a/= 12,86, 0,,'= 30,48, 03'= 72,26, a/ = 171,30, 05'= 406,07, 

und ersieht, dass obige erste Differenzreihe wohl nur sehr wenig an- 
genahert einer geometrischen Reihe entspricht. 

Man wilrde es demnach jedenfalls unterlassen, eine empirische 
Formel nach der Form aufzustellen, welche dem im Pankte 10) aus- 
gesprochenen Gesetze entspricht. 

Da es sich aber hier wieder vorzugsweise nur darum handelt, den 
Gang sowie den Umfang der erforderlicheu Rechnungen zur Anschauung 
zu bringen, so moge trotzdem die Aufstellung der speciellen empirischen 
Formel filr den vorliegeuden Fall und nach der Form: 

versucht werden. 

Man hat vor Aliem Naheruugswerthe der Constanten aus den auf 
Seite 183 angegebenen Gleichungen: 

^ = (2/i-e-^T)' ^-— ^ "°d Cf=e^ 

zu berechnen, also im vorliegeuden Falle in dieselben einzusetzen: 

fUr y^ als dem ersten Glied der i/-Reihe den Werth Vi =^ 4^>53, 

ftir Xi als dem ersten Glied der zur y- Reihe gehorigen 

Reihe der x den Werth a:/= 0,00, 
fiir a^ als dem ersten Glied der ersten Differenzreihe den 

Werth a/ = 12,86, 
fiXr d als der constanten Differenz der a;-Reihe den Werth d = 20, 
fur e als dem friiher gefundenen (angenaherten oder mitt* 

leren) Exponenten der a-Reihe den Werth 2,370500. 
Da nun die Rechnung mit Hilfe dieser Werthe: 

A 4,8534367, 

B=^ + 9,3834367 und log B — 0,9723619, 

C = + 1,0441000 „ log C = 0,0187420 

gibt, so lautet die vorerst aufzustellende Naherungsformel : 

y' 4,8534367 + (9,3834367) • (1,0441)^ 

Man erhalt aus derselben: 
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fur «! -= , y/— + 4,5300000 statt y, — 4,525, 

„ af, = 23,85, yg'=+ 21,4104233 „ y^ = 22,240, 

„ a:,— 52,12, y^ ^ + 84,1065833 „ y, = 101,400, 

„ a;^— 91,34, y/ =. + 478,4904633 „ y^ == 553,030, 

„ iTj = 100,87, y5'= + 724,3813966 „ y^ = 779,730. 

Es betragen somit die Differenzen zwischen den analogen Yer- 
suchs- und Bechnungswerthen: 

y^ — y,' = a, -= — 0,0050000, 

y» - y»' ■= *» — + 0,8295767, 
y8-ys'-*»- + 17,2934167, 
y^ - y/== <y4.= + 74,5395367, 
ys - ys' = *5 = + 55,3486034, 
and die algebraische Summe derselben: 

s =2'(*) ^ + 148,0061335. 

Um jetzt die den allgemeinen auf Seite 184 angefOhrten Normal- 
gleichungen analogen spedellm Normalgleichungen aufstellen zu konnen, 
die sodann zur Berechnung der Verbesserungen a, fi und y dienen, 
welche an den Naherungswerthen A, B und G der Constanten anzu- 
bringen sind, hat man folgende Hilfswerthe auf Grund der urspriinglich 
gegebenen Versuchswerthe auszurechnen : 





x^ C««-i = 


0,0000000, 




x^C*-^ = 


63,9356490, 




x^G"-^ - 


473,2553019 , 




x^C"-^ = 


4506,2293972, 




x.G"-^ = 


75080,2241319, 


2 


{jcC—M' 


- + 80123,6444800; 




(7*1 « 


1,0000000, 




C' -= 


2,7986000, 




C"-^ 


9,4805400, 




C'' = 


51,5103240, 




C' — 


77,7150000, 




y.m- 


+ 142,5044640; 
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(«! • (7*'-i)* — 0,00000000 , 

(«, ■ C^-^-y — 4087,75721304, 
(a;, . C'-^Y « 223970,58080295, 
(x^ ■ C'-^y = 20306103,38000921 , 
(a;^ . C"-^f = 5637040055,69829 117, 

y^{(x- C-^y] = + 5657574217,41631637; 



^ 



Xt • C*'*- 



= 0,00000000, 
= 178,95336156, 
= 4486,71475840, 
== 232117,37127720, 
= 583486,81811420, 

yi[{x- C^-^) ) = + 820269,85751 136; 

C«" = 1,0000000, 
Cr*». =- 7,8341772, 
C*" — 89,8806000, 
C**. = 2653,3130700, 
Cr*«. — 6039,6382800, 

V(C««) =. + 8791,6661272; 

iVi — Vi) -0'"=— 0,0050000, 
(y» - yO • Cr*. =. + 2,3216532, 
(ys — ya) ■€'• = + 163,9509287, 
(y* - y*) • C" =• + 3839,5556862, 
(y6-y5')-C"- + 4301,4167132, 

^ { (y _ y') . C?« } = + 8307,2399813; 

= 0,0000000, 
= + 53,0395246, 
= + 8184,2011416, 
= + 335892,2515295, 
-= + 4155585,5486602, 



(y. - yi) («i • CJ"- 
iy» - y»') i^i • G"- 
(y» - y«') (% • C"- 

(ys — ys') (% • o 



'jti— 



y' { (y — y ) (^ • ^''~*) } = + 4499715,0408559. 
Es lauten daher die spedeUen Normalgleichungen: 
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184,0061335 « 5 a + 80123,6444800 * + 

+ 142,50446400/3, 

4499715,0408559 = 80123,644480 a +'5657574217,4163164* + 

+ 820269,85751136/?, 

8307,23998 13 = 142,504464 a + 820269,8575 1 1 4 d + 

+ 8791,6661272 /S 
and es ergeben sich hieraus: 

/J = + 1,1228662, , • 

d = + 0,0008622, 

a = — 16,2179810, 



femer well 



B 



0,0008682 



ist, 



9,3884367 

y =. + 0,0000919. ' 

Da die YerbesseruDgen /) und a keine sehr kleinen Zahleowerthe 
besitzen, also die bei der Formelableitung gemachte Annahme nicht 
zutriffl;, so stellt die nachfolgende Formel nicht die richtige, namlich 
nicht jene dar, welche die vorgeschriebene Form besitzt und dabei die 
Yersuchswerthe y so gut als mogHch gibt^ sondern eine Naherungs- 
formel, weshalb wieder y' statt y gesetzt wurde. Dieselbe lautet: 

y'— (— 4,8534367 - 16,2179810) + (9,3834367 + 1,1228662) x 

X (1,0441 + 0,0000919)*, 
oder: 

y'= — 21,071419 + (10,506303) (1,045019)». 

Diese Formel gibt nun: 

0,00, j/i' == — 10,5651 statt yi = + 4^525, 

23,85, y/=+ 8,2753 „ y, = 22,240, 

52,12, y,'=+ 83,3079 „ y, — 101,400, 

91,34, y/= + 564,0490 „ y^ = 553,030, 

ajj — 100,87, yB'= + 871,2015 „ yj — 779,730, 

und es betragen daher die Differenzen zwischen den analogen Yersuchs- 
ond Rechnungswerthen: 



far a;i = 



n 



n 



n 



» 



£ 



= + 15,0901, 
= + 13,9647, 
= + 18,0921, 
= - 11,0190, 
= — 91,4715. 
Die algebraische Summe dieser Differenzen ist: 



*i = yi - Vx 
'Vi — Vi 
i = ys — Vi 

*4 = y* - Vi 

' Vi — Vi 
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s ^^{d) = — 55,3436. 
Bessere Besultate muss die Formel: 

Oder well: y'=* ^ -|- jB • 0' ist: 

geben, da die Constanten a, fi und y eigentlich fiir sie berechnet 
worden sind. Setzt man in dieselbe die bereits bekannten Zahlenwerthe 
ein, nicht vergessend, dass By «= S ist, so wird: 

y'= - 21,071419 + 10,506303 • (1,0441)' + 0,0008622 • x (1,0441)*-^ 
Diese Formel gibt: 

= — 10,5651 statt yi = 4,525, 



far x^— , 


Vi 




Vt 


„ x^ — 52,12, 


Va 


„ x^ 91,34, 


V* 


„ a;, -100,87, 


Vi 



y,= 22,240, 
y, = 101,400, 
y^ =• 553,030, 
y, = 779,730, 



= + 8,3866 „ 

= + 78,9420 „ 

= + 523,9969 „ 

yj' = + 8(50,1600 „ 

und betri^en die Differenzen zwischen den analogen Versuchs- nnd 
Becbnungawerthen: 

= + 15,0901, 

= + 13,8534, 

= + 22,4580, 

== + 29,0331, 

— - 80,4300. 



*» = y* — Va 

*4 = ^4 — y* 



6 — ye — ys 

Es gleichen sich jetzt die Fehler doch annahemd aus, da die alge- 
braische Summe derselben: 

« -^W = + 0,0046, 
also nahezu Null wird. 

Durch die Wiederholung des die Verbesserung der Gonstanten 
bezweckenden Verfahrens wilrde man wohl jener Formel schon ziem- 
lich nahe kommen, welche die Versuchswerthe unter den obwaltenden 
Umstanden so gut als moglich wiedergibt. 

Im vorstehenden Beispiel wurde die Bereehnung der Hilfswerthe 
soweit dies thunlieh war mit siebenstelligen Logarithmen durchgefUhii 

11) Die dblidngig Verdnderliclie y schreitc nach einer arithmetisden 
EeUie erster Ordnung fort, wenn die eugehorigen WertJie der unabhangig 
Verdnderlichefi x cine lieUw bildefiy deren ersfe Differenzreihe eine geme- 
trische Beihe ist. 
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Nachdem das eben ausgesprocbene Gesetz mit dem im Punkte 10) 
behandelten vollstandig Qbereixistimmty wenn x und y mit einander 
verwechselt werdeO; so ist es gauz Qberfitissig; die Formel fiir den 
vorUegenden Fall besonders abzuleiten^ da man weit einfacher zu der- 
selben gelangt, wenn man in der auf Seite 182 erhaltenen Formel: 

y^ A+B'C-, 

wo: 

1 

A = y, + -!^^, B ^ und C ^ e^ 

waren^ das x mit dem y yertaascht. Man erhalt dann: 

x = A + B'Cv, 
wo: 

^ = 0;, + -^, 1?= — -* und C=e^ 

* * C — 1 ' Vi 

sind, weil ja auch in diesen Werthen das x mit dem y zu ver- 
tanschen ist. 

Schreibt man jetzt die Gleichung x =^ A -\- B - C^ in der Form: 

BCy = x^A, 

um durch Logarithmirung zum y gelangen zu konnen^ so wird: 

log J9 + y • log C = log {x — A) 
mithin: 

Setzt man jetzt filr die jedenfalls constanten Werthe einzelne 
Buchstaben^ und zwar: 

— , ^ = a, -. — ^ = h, uberdies A = c, 

so geht die Formel fiber in: 

y = a -f fc . log (re — c), 



wonn: 



^ = ~ iof-c = N^ - 1^ f^^g «i - '«g (^ - !)])> 



, ^ _1 d 

logC loge' 

C = -4 = Xi + 



e — 1 

sind. 

. Es kommen selbstverstandlich den in diesen Constantenwerthen 
erscheinenden Grossen die im Nachstebenden angefiihrten Bedeutungen 
zu. £s ist: 

Steinhauser, empiriiche Formeln. 13 
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y^ das erste Glied der von den y gebildeten arithmetischen Reihe, 

x^ das erste Glied der von den zu den y geh5rigen x gebildeten Reihe 

flj das erste Glied der ersten DiflFerenzreihe der rc-Reihe, 

e der Exponent der geometriscben Reihe, die diese Di£Perenzreihe bildet, 

d die constante Differenz der y-Reihe. 

Nacbdem durch die bei Beginn der Besprechung des vorliegenden 
Falles vorgenommene Vertauschung des x mit dem y in der anf 
Seite 182 angefllhrten Gleichung nur die Lage, nicbt aber die Natur 
der dieser Gleichung entsprechenden Curve geandert wird, so unter- 
liegt es keinem Zweifel, dass auch der durch die besproehene Ver- 
tauschung erhaltenen Gleichung eine logarithmische Linie entspricht 

Es ist nun zunachst die Prage zu erortern, wie empirische For- 
melii nach der Form: 

J/ = a + i • log (^ — 
aufzustellen sind, wenn die principiell so wie im Punkte 10) durchzu- 
fuhrende Yoruntersuchung ergeben hatte, dass das im Punkte 11) aus- 
gesprochene Gesetz angendhert besteht. 

Bestiinde namlich dasselbe genau^ so wilrden sich die Constanten 
a, b und c unmittelbar aus obigen in Bezug auf dieselben angefuhrten 
Formeln ergeben. 

Es lagen in einem bestimmten Falle folgende drei, je zwei Zeilen 
in Anspruch nehmende Reihen vor: 



a:, , ^2 ; 


^3 f ^4 


• • 


* 


«s> 


a^, . 


• • • y«-i ■= yi + (^ - 2) d, 


y« — !/i + (w 1)^, 





• • • fln-1, 

namlich: die nach irgend einer constanteu Differenz d fortschreitende 
y-Reihe, dann die durch die zugehorigen (wenn nothig durch graphische 
Interpolation aus den gegebenen Versuchswerthen erhaltenen) x ge- 
bildete o^Reihe, endlich deren erste Differenzreihe (die a-Reihe), welche 
sich annahemd als geometrische Reihe erwiese. 

Unter diesem Umstande werden die Quotienten: 

o, a- a. ^n^i 

^„g r- = «2, 7r=^fi^'"a — "^--^ 

«*l »8 '•3 "«— 2 

nahezu gleichwerthig sein und sammtlich durch jenen Werth e ersetzt 
werden konnen, welcher als Exponent in der (n — 1) Glieder ent- 
haltenden a- Reihe von a^ auf a„— i fiihrt. 
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Es muss dann: 

ajC*—* = ««— 1, also €^~~^ = 



«n-.l 



oder: 



, loga 1— logo, 

log € = ^j^— 2 sem. 



Mit Hilfe des hieraas leicht zu bestimmenden Werthes von e und 
der bekanuten Werthe yod Xi, y^, a^ und d ist es dann leicht mog- 
licb, fQr die Constanten a^ b und c Naberungswerthe zu berechnen^ 
da ja: 

« = [Vi — 1^ [log «! - log (e — 1)]), 
d 



"logc 



und c = rr, H ^ sind. 

Man gelangt dadurch sodann zur Naherungsformel: 

y'='a-\-blog(x — c), 

in der eben y' statt y gesetzt ist, um anzudeuten, dass selbe nur 
Naherungstperfhe zu geben vermag. 

Der richtigen Formel^ namlich jener, welche unter Beibehaltung 
der gewahlten Form die Yersuchswerthe so gut als moglich wieder- 
gibt, gehoren andere Constanten werthe A, B und C zu, die sich 
Yon ihren Naherungswerthen a beziehungsweise b und c um gewisse 
Werthe a^ fi und y unterscheiden, die nattirlich um so kleiner werden, 
je angenaherter das ausgesprochene Gesetz besteht. 

Es stellen dann a, /3 und / jene Yerbesserungen dar^ deren die 
bereits bekannten Naberungswerthe a beziehungsweise b und c he- 
dtlrfen^ damit sie in jene Constanten Ay B und C fibergehen, welche 
der richtigen Formel angehoren. 

Die richtige Formel wtLrde daher lauten: 

y = ^ + B.log(a;-C), 
oder: 

J/ = (a + a) + (6 + /J) . log [a: - (c + y)], 

und es kann sodann wieder y nach der Taylor'schen Reihe wie folgt 
entwickelt werden, wenn die Yerbesserungen a^ fi und y sehr kleiue 
Werthe besitzen: 

^ ^ ^ da '^ ^ db P ^ dc '^^ 
wo: 

J/' sss a -}- J . log (a? — c) 

isi Im Yorliegenden Falle kommen den Differenzialquotienten folgende 
Werthe zu: 

18* 
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-I- = ^} -TT = loir (x — c) und -^ «= -^ — , 
da 'do ^ ^ ^ dc c — x^ 

wo M den Modul der Brigg'schen Logarithmen bedeutet. 
Es wird daher: 

oder wenn man noch den constanten Werth: 

— yb - M '^ d das heisst y == — 



hM 
setzt: 



y 



— y'= a + /3 . log (a;-c) + d . (^^)- 



Stellt man jetzt nach dieser Gleichung aus den s(^wn urspriinglich ge- 
gebenenVersuchsweiihen die uachstehenden Bedingungsgleichungen auf: 

Vi - Vi = ^ + P log {x^ — c) + d (i^TI^) ; 
^2 - y/ = « + /3 log (a:, — c) + d (^^~r^)^ 
2/3 - J/s' = « + /J log {x^ -c) + S (^^) , 

Vn - ««'= a + /3 log (a;„ - c) + d (^tZT^) , 

wo bekanntlich unter y/, y^', ^3'* • • j/n' jene Werthe zu verstehen sind, 
welcbe obige Naherungsformel gibt, wenn fOr x beziehungsweise x^j 
^2; ^3 ' ' * ^te« l^is ^n gesetzt wird, so konnen aus denselben die folgen- 
den drei Normalgleichungen abgeleitet werden: 

^{(y — v')\}oe (x - c)]\ = a -^{log (x — c)} + 

aus welchen die Constanten a^ fi und d berechnet werden konnen. 

Der Werth von y bestimmt sich sodann aus der oben angefOhrteu 
Gleichung: 

y = _ ^, worin M = 0,4342944819 • • • 

ist. Man berechnet somit eigentlich die Constanten aus den nach 
der Gleichung: 
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y — y'= a + /J. log {x — c) — y • -3^ 

aufgestellteD Bedingungsgleichungen^ setzt sie aber dann in dieFormel: 

y = (a + a) + (6 + /S) . log [a; — (c + y)\ 

Es ist daher auch hier wieder nachzuweisen^ dass beide Formela 
identisch werden, sobald die Annahme zutrifffc, welche bezuglicli der 
Grosse der Yerbesserungen gemacht wurde. 

Bedenkt maD^ dass allgemein: 

log nat (♦» + n) = log nat w + ^ - ^, + 3^3 

ist, also ebenso: 
lognat[(a5-c)-y]=lognat(a;— c) - ^ + 2(S^' " 3(i^» + " ' * 

wirdy hier aber die Glieder mit deu boheren Potenzen you y weggelasseu 
werden koDnen, weil y angenommenermassen sehr klein ist, so folgt: 

log nat {{x — c) — y] = log nat [a? — (c + y)] = [log nat (ax- c)] — -^-^- • 

Multiplicirt man jetzt diese Gleichung mit dem Modul M der 
Brigg'schen Logarithmen^ so geht selbe in: 

Tf V 

M log nat [a; — (c + y)] = M log nat {x — c) "-J^^ 



X 



oder: 



log brigg [x — {c + y)] = log brigg (x - c) — ^^ 



liber. Es wird daher: 

log brigg (a: — c) = log Brigg [a; — (c + y)] + ^-^ , 

UBd wenn man diesen Werth in obige^ nur durch das Einsetzeu des 
Werthes von y' der Form nach geanderte Gleichung: 

y = a + 6.1og(a;—c) + a + /3.1og(a: — c) - y -^^tt^, 

eiufiihrt, welche Brigg'sche Logarithmen enthalt: 

y=.{a-{-a) + b-log[x-{c + y)]+l-^l-\-p\os[x-{c-{-y)]-^ 



+ 



X — C iC — c 



Lasst man jetzt das der Annahme zufolge verschwindend kleine 
Glied mit /Sy weg, so geht uach erfolgter Reduction die Formel in 
die gewiinschte Form: 

y « (a + a) + (6 + /3) . log [a; — (c + y)] 
aber. 
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Es ist somit die Uebereinstimmung der betrefiEenden zwei Formeln 
unter der bekannten Annahtue erwiesen. 

WUrde man, wenn Figur 9 moglicbst gross und genau gezeichnet 
ware, aus derselben eine Beihe von x Werthen aufsuchen, welche be- 
ziehungsweise zu nach einer arithmetischen Reihe fortschreitenden 
Werthen des y gehoren, so konnten unter anderen folgende Reihen 
zusammengehoriger Werthe erhalten werden: 

Differenzen der a;, also: 
o-Reihe. 

29,42 

12,50 

8,39 

6,42 

5,27 

4,46 

3,91 

3,47 

3,14 

Es ist hieraus sehr leicht zu ersehen, dass die erste Differenzreihe 
der a:- Reihe (namlich die a- Reihe) keine geometrische Reihe bildet, 
also dem im Punkte 11) ausgesprochenen Gesetz nicht entspricht. 

Aus diesem Grunde und hauptsachlich deshalb, weil der vor- 
liegende Fall mit dem ihm unmittelbar vorhergehenden grosse Aeho- 
lichkeit besitzt, moge die Anfilhrung eines speciellen Beispieles uuter- 
lassen werden. 

12) Die abhdngig Veranderliche y schreite nach einer geometrischen 
RAhe forty ivenn die eugehorigen Werthe der unabhdngig Verdnderlichen x 
eine Beihe bilden, deren erste Dijferenereihe desgleichen eine geometrische 
Beihe ist. 

Sind: 

Vi'^Vu y2=yi^; ys=yi^'; y4=yi«*;--y«-i=!/i^"S Vn^y,^' 

die aufeinander folgenden Glieder der mit dem Exponenten e fori- 
sehreitenden geometrischen Reihe, welche die y bilden, 



y-Reihe, 


«-Beihe, 


20 , 


22,27 , 


100 , 


, 51,69 , 


180 , 


, 64,19 , 


260 , 


, 72,58 , 


340 

4 


, 79,00 , 


420 

4 


, 84,27 , 


500 , 


, 88,73 , 


580 

i 


, 92,64 , 


660 


, 96,11 , 


740 


, 99,25 , 
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Xif X^f X^f X^j ••• Xn—if Xfiy 

die der zugehorigen rr-Reihe, endlich: 

«i=«i; «2~«i2; «3"»i2*; a^ = aig%-- -a^-i = aig»-2 

die Glieder der eine mit dem Exponenten q fortschreitende geome- 
trische Reihe bildenden ersten Differenzreihe, so ersieht man wieder 
deutlich^ dass: 

^1 = ^u ^2 = ^1 + ^n ^3 = a;^ + Ojj = a^i + a, + a^q, 

^4 = ^8 + »8 = ^1 + «i + «i2 + «i3* 
und ganz allgemein: 

^» = a:, + «! + a^q + a^q^ + a,3» H 1- a^q^-'^ 

ist. Da nun weiter: 

aJ» - a:, + a, (1 + 2 + g« + g» + • • • + 2"-*) 



oder: 



a^» — ^1 + «i • \_i 



9 
ist, so erhalt man, wenn ftir (n — 1) der aus y» resultirende Werth: 

fn — 1^ = ^'^^^"'"^^^y* = ^^11^ _ ^ogy. 

^ ^ log e log c log c 

gesetzt wird: 

\ loge log«/ I 

^1. = ^1 + Ol ^— -[ 7 

oder: 



/logy,\ 
A ioge / 



g" "^ a, 

^» = :i?i + «i ^^ - ^— 1[ • 

Setzt man jetzt fQr die jedenfalls constanten Werthe einzelne Buch- 
staben und zwar: 

x,-^^^A, T^=J? undspater q^^^C, 

so ergibt sich, wenn noch die liberfltlssigen Zeiger weggelassen werden, 
vorlaufig: 

logy 

a; = ^ + 2? • g^°8% 

in welcher Gleichung noch e als Exponent der einen und q als der der 
a^deren geometrischen Reihe erkennbar hervortreten, dann aber, weil: 




A 
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log^ 

a; = yl + -B • C^^^J' Oder B - (?°«y = x - A. 

Logarithmirt man diese Gleichung, so wird: 

log J3 + log y • log C = log {x — A), 

oder, wenn fur die constanten Werthe einzelne Buchstaben gesetzt 
werden, und zwar: 

— ,°^ ^ = a, 1 — ri = &j iiberdies -4. = c, 
log C ' log C ' ' 

log y == a + & • log {x — c). 
In dieser Gleichung kommen den Constanten folgende Werthe zu: 



log 



a 



logC 



(I, 



oder: 



log q 



log* 



endlich : 



weit^r: 



und 



logai-Iog(g-l)— ?^.\ogq 
a^ _ _ , 

logV^"^^ 

« = loS 2/i + j^ [log ((? - - log aj, 
, 1 1 \o^e 



log (7 _i log? 

log/"*' 



£s sind somit nach der obigen Forme): 

log y =s a -\- b ' log {x — c) 

dann empirische Formeln aufzustellen, wenn das im Punkte 12) aus- 
gesprochene Gesetz in den betreffenden sich aus den Versuchswerthe- 
paaren (unmittelbar oder wenn nothig durch graphische Interpolatiou) 
ergebenden Reihen mindestens angenahert zum Vorschein kommt. 

Urn die Natur der Curve, welche der vorstehenden Gleichung ent- 
spricht, leichter erkennen zu konnen, ist es nothig, eine VereinfachuDg 
der letzteren durch Transformation der Coordinaten zu bewerkstelligen. 

Denkt man sich vorerst die Gleichung auf ein gewisses System 
lO^I bezogen und deshalb, wie folgt, namlich mit Zeigern, geschrieben: 

logt/i = a + &.log(:ri - c), 
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dann aber auf ein anderes System namlich llO^II bezogen, desseu 
Ordinaienaxe um m seitwarts und zwar links der des ersteren liegt, 
so bleiben die Ordinaten y^ im neuen Systeine ungeandert^ wahreud 
die sammtlichen Abscissen sich um m verlangern. 

Driickt man in der aafs System lO^I bezogenen Gleichung der 
Gur?e die alten Coordinaten {x^ und y^ durch die neuen {x^ und y^ 
aus, indem man y^ -» y^, und a?j =* a^g + w setzt, was den obwal- 
tenden Umstanden entspricht, so erhalt man: 

log ya = « + * • log (rr^ + m — c) 

als auf das neue System bezogene Gleichung der Curve. 

Wahlt man w = c, so geht selbe, wenn tlberdies die jetzt iiber- 
fliissigen Zeiger weggelassen werden^ in: 

log y = a + 6 • log X 
liber. Diese Gleichung gibt: 

fur a; = 0, da log = — cx) ist, logy = — cx), also y = 0, 
fiir a; = + oo, da log (+ oo) = + 00 ist, logy = + 00, also y = -f- 00, 

ferner fiir alle positiven Werthe von x auch positive Werthe von y, nach- 
dem die zu log (+ w) gehorige Zahl bekanntlich immer positiv ist; 

fiir alle negativen Werthe von x keine reellen Werthe von y, da 
log ( — x), also auch log y sodann imaginare Grossen sind. 
Man kann sich nach dem Vorstehenden leicht eine allgemeine 

Vorstellung von der der Gleichung 

log y = a '\- b ' log X 

entsprechenden Curve macheu, die ofFenbar vom Ursprung ausgehend, 
der Abscissenaxe die hohle moglicherweise auch erhabene Seite zu- 
wendet und im ersten Quadrauten verbleibend sich ins Dnendliche 
erstreckt. 

Vergleicht man iiberdies die im vorliegenden Falle erhaltene und 
besprochene Formel: 

log y == a + b ' log {x — c) 
mit jener: 

y' = rt + 6 . log (a? — c), 

welche auf Seite 193 erhalten wurde und einer in gewisser Lage 
befindlichen logarithmischeu Linie entspracli^ so erkennt man, da aus: 

log y = a -{- b ' log {x — c) 
auch: 

y = Num. log [a + 6 • log {x — c)], 
oder: • 

y == Num. log y' 
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folgt^ das8 die Ordinaten y der eben besprochenen Curve angesehen 
werden konnen als die Zahlen, welche zu den als Logarithmen an- 
gesehenen Ordinaten y' einer in gewisser Lage befindlichen logarith- 
mischen Linie geh'oren. 

Es ist wohl selbstverstandlich^ dass nur zum Zwecke der Unter- 
scheidung der Ordinaten beider in eine Beziehung gebrachten Guryen 
die der eineu Curve, mit y' statt y bezeichnet wurden. 

Der Nachweis, dass das im Punkte 12) ausgesprochene Gesetz 
immer zum Vorschein kommt^ sofem es besteht^ man mag die y nach 
was immer fQr einer geometrischen Progression zunehmen lassen, kann 
wie folgt gefQhrt werden. 

Das GesetZ; nach welchem sich die Glieder der ^-Reihe bilden, 
wird durch folgende das allgemeine Glied darstellende Formel ans- 
gedrtlckt: | 

^* = ^1 + «i • g_i • 

Fiir dasselbe wurde aber noch folgender Ausdruck gefunden: 



welcher unter anderem das zu Xn gehorige y^ namlich y„ und den Ex- 
ponenten e der von den y gebildeten geometrischen Reihe enthalL 

Lasst man jetzt die y jiach einer anderen geometrischen Reihe 
fortschreiten, deren Exponent etwa s sei, so ist irgend ein Glied dieser 
Reihe, etwa das w*®, also: 

ym = yi • «'"-S 

und das zugehorige Xy namlich: 



x^n = x, + a,- -^ ,^^-^^ - -^-^ ■ 

Setzt man in diese Gleichung, bertlcksichtigend dass: 

log y>u = log yi + (w — 1) log a 
ist, den Werth von log y,n ein, so wird: 

Xm — Xi+a^ i^^ ^-3^, 

logfi 

oder, wenn man Zahler und Nennei^ des zweiten Gliedes dujrch q^^' 
dividirt: 
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Schreibt man diese Formel in folgender Form: 

/ logjUm— 1) 

Xm = ^1 + «! • — -^ITi ; 

r ^.2?j 1 

so braucht man nur mehr Ziihler und Nenner des Bruches mit Lq^^^^ — iJ 
zu maltipliciren^ urn: 

- / log. \1 / log«\("*--i) 

ZU erhalten, namlich das m^ Glied einer a;-Reilie^ welche das im 
Punkte 12) ausgesprochene Gesetz befolgt; da die Form dieser Formel 
genau mit jener Qbereinstimmt^ welche fQr das n^ Glied dieser Reihe 
oben abgeleitet worden ist^ und lautete: 

Es beginnt nur dann die erste Differenzreihe nicbt mit a^, sondem mit 

/ logir \ 
q-1 -' 

und es schreitet die a- Reihe nicht mit q, sondern mit: 

log* 

q' S9 gio8« als Exponenten fort. 

Noch ist anzugeben^ wie empirische Formeln nach der Form: 

log y = a -\- b ' log (x — c) 

aui^ustellen sind, wenn die Yoruntersuchung ergibt, dass das im 
Punkte 12) ausgesprochene Gesetz annahemd besteht 

Besttlnde namlich das Gesetz genau, so wdrden sich selbstver- 
standlich die Constantenwerthe einfach und unmittelbar aus den obigen 
ftir dieselben angefuhrten Formeln ergeben. 

Es lagen in einem bestimmten Falle folgende drei Reihen vor: 

yi=yif »2=yi«. ys=yi^7 y4=»l«^••y«-l=yl«"■■^ yn==yie»-s 

Xiy X^y X^y X^f • • Xn—lf Xny 

«1> ^} ^f «4>' • ^"-l 

namlich: die mit dem Exponenten e fortschreitende y-Bieihe^ dann die 
dorch die zugehorigen (etwa durch graphische Interpolation erhaltenen);r 
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gebildete a;-Reihe, endlich ileren erste Differenzreihe (die a-Reihe), 
welche sich annahernd als geometrische Beihe erwiese. 

Unter den obwaltenden Umstanden werden die QuotienteD: 

Oj ttg a^ ^n—l 

nahezu gleichwerthig sein und durch jenen Werth q ersetzt werden 
konnen, welcher als Exponent in der (n — 1) Glieder enthaltenden 
a-Reihe von a^ auf an— i fiJlirt. 
Es miisste dann: 

«i 9^"^ = »n-i , also g"- * = — , 

oder: 

log a^_i — log a^ 
logq S^2— 

sein. Mit Hilfe des hieraus leicht zu bestimmenden Werthes tod q 
und der bekannten Werthe von x^, y^, a^ und e ist es jetzt leicht 
moglich, fflr die Constanten a, b und c Naherungs werthe zu berechnen, 
da ja nach Seite 200: 

a ■= log y^ + 1^ [log (q - I)- log a,], . 
= . — und c = x. —T 

logg 1 q—l 

sind, folglich auch moglich eine Naherungsformel aufzustellen, welche 
lautet: 

log y' = a + & • log (^ — c) . 

In derselben wurde nebenbei bemerkt wieder y' statt y geschrieben, urn 
anzudeuten, dass diese Formel nicht die richtigen Werthe y, sondern 
nur Naherungswerthe y' zu geben vermag. 

Jetzt sind aber die Constanten a, b und c noch in der bereits be- 
kannten Weise zu verbessern. Zu diesem Zwecke muss die Formel aus 
schon Seite 156 dargelegten Griiuden beziiglich der Form so geandert 
werden, dass sie fur y aufgelost erscheint. Unter der Voraussetzung, 
dass mit gemeinen Logarithmen gerechnet wird, ist sodann: 

Nimmt man an den Constanten a, b und c die erforderlichen Ver- 
besserungen vor^ namlich bringt man an denselben beziehungsweise 
die Correcturen a, /3 und y an, so geht die Naherungsformel in die 
richtige Formel: 

y= 10l(«+«) + (6+/!?)log[a:-(c+y)]} 

fiber. Unter der Annahme, dass a, fi und y sehr kleine Werthe seien, 
kann dann y, wie folgt, nach der Taylor'schen Reihe entwickelt werden: 



% 
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wo bekanutlich: 

ist. Die Differenzialquotienten nehmen bier folgende Werthe an: 

^ s=B y' log nat 10, j|" *= y' log nat 10 • log {x — c) und 

dy' , h 

und es wird daher: 



y=y'+(y'lognatlO)-a+.fy'logiiatlO-log(ic — c)]/J — y'- 
oder; 
y = y'(l + alognatlO) + (lognatlO)/3j/'log(a; — c)-- y'--^- 

Setzt man ftlr die jedenfalls eonstanten Werthe einzelne Buch 
staben, etwa: 

(1 + a • log nat 10) — d, /i • log nat 10 = £, — 6y *= 9>, 
woraus: 



a 



S — l 



P = u^Lm «°d ^^ = — T 



log nat 10 ' '^ log nat 10 
folgen, so wird schliefslich: 

y = y' . d + y' . £ . log (a; — C) + ?/' • ^3;^ • 

Nach dieser Gleichung sind jetzt aus den ursprunglich gegebenen 
Versuchswertben die folgenden Bedingungsgleicbungen aufzustellen oder 
eigentlicb nur aufgestellt zu denken: 

Vi •=» y/* + « • y/ log {x^ — c) + Vi • ~-^^ 

y% = y%s + f • y/ log (^2 - ^) + y«' • i^^c^ 

ys == y/* + « • ya' log(a:3 - c) + ^3' • - ^-^, 



y» = y»'* + f • y»' log (^n — c) + yn' • i- L-;; 

aus welchen sicb die nacbstebenden, zur Berecbnung der Constanten 
dienenden Nornialgleichungen ergeben: 

^iyy') = A -^Cy? + B -^[(y'y log (a; - c)) + 
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y, { (yy) ■ log(x-c) } =*• V { (yyiog(x-c) } +*• V { wiog{x-c)]' } + 



^ 



^ 



^ 



+ 9-2'lf(j'')*'°8(*-c)]~j> 



^{(s'!/')-^i-j=*-2'((j'T-ri-cl+-2'l[(y')'''«g(^-'')i-^cl+ 



^ 



+»-^i[»'-.-yi 



Hat man aus denselben die Werthe der Constanten d, b iind tp 
berechnet, so ergeben sich leicht die Verbesserungen aus den oben 
angegebenen Formeln: 

" ~ log nat 10 ' P~ log nat 10 "^^ ^ ""^ b ' 

wo: 

1 



log nat 10 = 2,30258509 



also 



=^M= 0,43429448 • 



log nat 10 

ist, und b einen der bekannten Naherungswerthe bedeutet. 

Die Werthe der Verbesserungen sind sodann selbstverstandlich in 
die Formel : 

y ^ jQ((a+a) + ((»4-/?)log[x-(c4-y)]} 

einzusetzen, welche aber zum Gebrauch in die Form: 

log J/ = (a + a) + (6 + /3) log [x ^ (c + y)] 

zu bringen ist. 

Ueber den vorliegenden Fall moge wieder ein specielles Beispiel 
folgen. Es liegen die bekannten, Versuchswerthepaare: 



«. 


-0 




X., = 23,85 I 


f^s — 52,12 


yi 


— 4,525 ' 


iy, = 22,24' 1 


1 1,3 = 101,40 






Xt = 


91,34 I 


a;j — 


100,87 






k-=f 


)53,03' 


ys = 


779,73 



vor und es waren selbe vorerst auf das im Punkte 12) ausgesprochene 
Gesetz zu untersuchen. 

Da die Werthe der y nicht wie erforderlich nach einer geometri- 
schen Reihe fortschreiten, so muss man, um zu dieser Anforderong 
entsprechenden Werthen zu gelangen, wieder zur graphischen Inter- 
polation seine Zuflucht nehmen, also die Beziehungscurve moglichst 
genau darstellen, ahnlich so, wie dies in Figur 9, jedoch in kleinem 
Maassstabe geschah. 

Man konnte dann dieser Darstellung unter anderen etwa folgende 
zusammengehorige Werthe von y und x entnehmen, wenn die Figur 
in geniigend grossem Maassstabe gezeichnet worden ware. 
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y,'= 5, «,'= 1,3G Differenz der x' 

a/ = 10,01 
j/,'= 10, a;,' =11,37 



y,'= 20, a:,' = 22,27 

y/== 40, «/ = 34,16 

j^5'= 80, <=. 47,22 

ye' =160, a!e'= 61,59 

y,'=320, a;/ =77,53 

y;=640, <= 95,73 



tfj' = 10,90 
a,' = 11,89 
a^ = 13,06 
oj' =. 14,37 
fflg' = 15,94 
< = 18,20 



Da im vorliegenden Falle die Anzahl n der Glieder der y-Reihe 8, 
also n = 8 ist, femer das erste und letzte Glied der a-Reihe be- 
ziehungsweise a^ •= 10,01 und 04'= 18,20 sind, so ergibt sich, sofern 
die a'-Beihe eine geometrische ware, der Exponent g derselben aus 
der aaf Seite 204 aufgestellten Formel, wie folgt: 

log 3 = log<- log< _ Mi01378 _ 0,0432729, 

also 

q = 1,104772. 

Berechnet man von a/ = 10^01 als erstem Gliede ausgehend die 
darauffolgenden sechs Glieder der geometrischen Beihe mit dem Ex- 
ponenten q «= 1404772, so erhalt man: 

a^ = 10,010,' a^ = 11,059, Og «= 12,217, a^ = 13,479, 

as == 14,912, ag = 16,474, a, = 18,200, 

and findefc, dass diese Werthe relativ gut mit jenen 

a/ = 10,01, Og' = 10,90, a^ = 11,89, a/ = 13,06, 

a; = 14,37, a; = 15,94, < = 18,20 

der ersten Diflferenz- oder der a'-Reihe ubereinstimmeii. 

Es diirftc daher augezeigt sein, die Aufsuchung einer empirischen 
Formel nach der Form: 

zu yersuchen. 

Zu diesem Zwecke bedarf man vor AUem der^Naherungs werthe 
der Constanten, nm mit Hilfe derselben die Naherungsformel aufstellen 
zu konnen. 

Man gelangt nun zu denselben mittelst der auf Seite 204 an- 
gefUhrten Formeln: 
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« = log y, + jg -^ [log (g - 1) — log aj , 

logg' 

a, 

wenn in denselben fdr: 

i/i als erstem Glied der (durch graphische Interpolation erhalteneo) 
y-Reihe der Werth y/ =a 5, 

x^ als erstem Glied der zur vorhergehend erwahnten y-Reihe geho- 
rigen a;-Reihe der Werth x^ = 1,36, 

«! als erstem Glied der Differenzreihe der Werth a,' = 10,01 , 

e als dem Exponeuten der y-Reihe der Werth 2, 

q als dem angenaherten Exponenten der a'-Reihe der Werth 1,104772 
eingesetzt wird. Es werden dann: 

a = - 13,0763710 

h = + 6,9565800 

c= - 94,1807933, 

und es lautet die Naherungsformel : 

y' __ JO ( — 13,07G871 4- 6,95658 log (or + 94,1807933) } 

oder: 

log y 13,076371 + 6,95658 • log (x + 94,1807933). 

Dieselbe gibt: 

fur Xi= 0, Vi =+ 4,5253852 statt y^ = 4,525 

„ x^= 23,85, t/;= 21,7585555 „ ^2 « 22,240 

„ ^3= 52,12, y^ = 96,9036220 „ yg = 101,400 

„ x^^ 91,34, y/= 505,6888000 „ y^ = 553,030 

„ x^ «= 100,87 , y^ = 716,5150000 „ y^ = 779,730 . 

Es betragen somit die Differenzen zwischen den analogen Ver- 
sachs- und Rechnungswerthen: 



*2 = 2/2 — Vi 

*3 = !/3 — 2/3 
*4 = 2/4 — 2/4 

• «5 = 2/6 - 2/a' = + 63,2150000 
und die algebraische Summe derselben: 

s = V(d) = + 110,5336373. 



= - 0,0003852 
= + 0,4814445 
= H- 4,4963780 
= + 47,3412000 
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Um nun die speciellen Normalgleichungen aufstellen zu konnen, 
mit Hilfe deren sich die Yerbesserungen der Constanten berechnen 
lassen, bedarf man offenbar folgender Hilfawerthe, deren Berechnung 
Torausgehen muss: 

yi y/ = 20,4773680 
y, y,' — 483,9102743 
y,y,'= 9826,0313268 
ViVi =■ 279661,0770640 
yj y/ « 568688,2409500 

'^(^y') = 848679,7369831 ; 

(y,')« = 20,4791111 
(y,')' = 473,4347373 
(y,')«=i 9390,3119568 
(y;)« » 255721,1624454 
(y{f = 513393,7452250 

V[(y')»] = 778999,1334756; 

(y,')» log («! - c) = 40,4249931 

(y,')* log (a;, - c) = 980,9545504 
(y»')* log (ail — c) = 20332,3419764 
(y*')* log («« — c) = 580075,9669823 
(ys')* log (arj - c) = 1175747,5048214 

^{(y')*log(a;-c)} =1777177,1933236; 

(y.')* • :rzr-. = 0,2174445 



(»«')' • i. --i = 4,0108693 
(ysT-^i-^= 64,1849701 
^^^' ' ^c = 1378,3961370 
(y*')* • ^ - 2632,1014502 



5'((J''>*-^1=*^^^'91^8'^115 



Bteinh&ater, emplriicho Formeln. 14 
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(jfty,Vog{x,-c)= 40,4215523 

(if, yf) log (^2 -c)= 1002,6598140 
(3f»y,Vos{^ - «) = 21275,7819044 
(y,y;)log(a;^-c)= 634381,0897536 
(ys^sOlogC^s - = 1279477,5900286 

yj { (yy) • log (a; — c) } = 1936177,54305295 

{ y/ log («i - c) } * -= 78,0208237 
{ y»' log (»» - c) > * = 2032,53^2070 
{ y«' log (»,-«)}?= 44024,5363028 
{y/ log («4 — «)}* — 1315839,8808120 
{%' log («6 - «)}* -= 2692635,4440607 

^{[y' log (« - c)]»} = 4054610,4152062; 

y^yi-^c^- 0,2174260 
y« W • s^-^ = 4,0996166 
ysVs-^c- 67,1432135 
y^ y^' . _1_ = 1507,4378070 
y^ y^' . _^ = 2864,3203057 



fl/e ""~ C 



[(yx? • log (^x - c)] • ^c = ^'^292272 
[(y,0* • log (X, - c)] • ^^ -=. 8,3105026 
[(y.')» • log (^ - «)] • ^c = 138,9762947 
[(y/)* • log i^. - c)] ■ ^, = 3126,7434595 
[(y/)* • log (a^ - c)] • ^c = 6027,9010827 

2'1[(J'')* log (^ - c)] • ^) = 9302,3605667; 
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0023086 



{y» ■ ^y = 0,0339778 



(y» • ^)* ■=• 0,4387059 
(y^ • ^J = ''4297226 
(y«' • ^—)* = 13,4940410 

2'l(j'''^J) "21,3987559. 

Setzt man diese Zahlenwerthe in die allgemeinen Normalgleich- 
ungen ein, so ergeben sich folgende speddle Normalgleichnngen : 

848679,7369831 = 778999,1334756 • S + 1777177,1933236 • s + 

+ 4078,9108711-9), 
1936177,5430529 = 1777177,1933236-«J+ 4054610,4152062 • s + 

+ 9302,3605667-9), 
4443,2183688 = 4078,9108711 • d + 9302,3605667 - s + 

+ 21,3987559-9), 

aas welchen: 

d = - 1,00427 

« = + 0,80884 
9) = + 47,64815, 

und dann mit Hilfe der auf Seite 206 erscheinenden Formeln die 
Werthe der Verbeaserungen: 

«= isliit^ = - 0,87045, 
^= i^aflo = + 0,35128, 

tp 47,64815 «Q^Q07 

y = - y = - -6,96668 = - 6'84'^37 

erhalten werden. 

Es gehen somit die Naherungswerthe a, b und c der Constanten 
in die besseren Werthe: 

a + a = ^ 13,07637 — 0,87045 = - 13,94682 
& + /} = + 6,95658 + 0,35128 = + 7,30786 
c + y=^ 94,18079 — 6,84937 = — 101,03016 , 

tmd die durch die Constanten zu verbessernde Formel selbst in: 

14* 
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y' -_ 10 ^ "" 15»^*^2 + 7,80786 . log (x + 101,03016) T 

Oder: 

logy' — - 13,94682 + 7,30786 • log (a; + 101,03016) 

Uber, worin wieder y' statt y gesetzt wurde, da auch diese Formel nicht 
die richtige, sondem nur eine Nahemngsformel sein wird, nachdem 
die Verbesseningen noch nicht sehr kleine Werthe sind. 

FOr den praktischen Gebrauch ist selbstverstandlich nur die letztere 
Formel geeignet. Sie gibt: 

fara?! = 0, logy/ =0,70143, also y/^ 5,0284 statt y^= 4,525 

„ x,= 23,85, logy/ = 1,37406, „ y/= 23,6624 „ y,= 22,24 

„ 0:3= 52,12, logy8' = 2,02171, „ y3' = 105,8546 „ ys=10M0 

„ a;^= 91,34, logy; = 2,74534, „ y;=556,3400 „ y4=553,03 

„ 0:5= 100,87, logy5'=2,89879, „ y/=792,1181 „ ^5=779,73, 

und es betragen somit die Differenzen zwischen den analogen Versnchs- 
und Rechnungswerthen: 

K = yi-yi=- 0,5034 

'.-1/2-!// = - M224 
*s = ys — ys' = — 4,4546 

8i = yA-y^ 3,3100 

*6 = y6-y6' — 12,3881, 

sowie deren algebraiscbe Summe: 

s = ^{d) -= — 22,0785 . 

Die Formel ist thatsachlich wesentlich verbessert, aber selbst- 
verstandlich noch einer weiteren Verbesserung fahig, da, wie schon 
bemerkt, die Verbesserungen noch nicht sehr kleine Werthe sind. 

Aus demselben Grunde ist auch die Formel: 

logy = (a + «) + (6 + /3) . log [x — (c + y)] 
oder: 

y= 10<Ca + a) + (64-/9)log[«-(c-l-y)]} 

noch nicht ideritisch mit jener: 

y = y' • * + y' • fi • log (a; - c) + y' . ^^ 

oder: 

y = lO{a + b^log{x^c))Js + S log (x — c) + -^1, 

fiir welche eigentlich die Werthe der Constanten tf, s und tp be- 
rechnet wurden. 

Es gibt letztere Formel mit Hilfe der auf Seite 208 angegebenen 
Werthe von y/, y/, y/ etc. bis y^': 
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fura;i= 0, y"= 4,97003, statt y^= 4,525 

„ x^= 23,85, y/'— 23,39762, „ y^ = 22,240 

„ ars== 52,12, y/' = 103,95336 , „ y^ = 101,400 

„ x^= 91,34, y/' — 549,84553, „ y^ = 553,030 

„ ^5 = 100,87, y5" = 782,69949, „ y^ =« 779,730, 

wo die infolge des Nichtstatthabens der bekannten ADnahme bezuglich 
der Werthe der Verbesserungen nur Naherangswerthe darstellenden 
Formelwerthe wegen der XJnterscheidung von y und y' niit y" be- 
zeichnet wurden. 

Die Differenzen zwischen den analogen Yersuchs- und Reehiiungs- 
werthen betragen daher: 

^=»i-yr = -0,44503 

^ - ^2 — y/' 1;15762 

^8 = ys - Vz' 2,66336 

*4 = y. - y/' - + 3,18447 

*6~y6-y6"^ 2,96949 

und haben als algebraische Summe: 

s = ^{8) = - 3,94103 . 

Im vorliegenden Fall ist ein vollstandiger Ausgleich der Diffe- 
renzen, resp. Fehler nach dem auf Seite 32 Gesagten nicht zu erwarten. 

Dass aber die beiden obigen Formeln mit einander identisch werden, 
wenn die Verbesserungen a, /3 und y in bekannter Weise klein sind, 
dies wird sich aus dem Nacbfolgenden ergeben. Es kaun die erste 
der beiden Formeln namlich: 

y «s io{(«+«)+(*+i^i<>8[*-(<'+y)3), 

weil nach Seite 197 unter der Voraussetzung, dass y sehr klein sei: 

Jog brigg [x — {c + y)] = log brigg (a; - c) - ^^ 
ist, auch wie folgt geschrieben werden: 



oder: 



{a + 61og(*-c)} + {a + /Jlog(«-c)-^} 

y =» 10 '-^ , 

y = 10 '10 *""^ 



wo die Yorkommenden Logarithmen als gemeine anzusehen sind, und 
im Exponenten des zweiten Factors das (weil auch /3 als sehr klein 

anzunehmen ist) verschwindend kleine Glied — — — weggelassen wurde. 

Nach der schon auf Seite 159 angefiihrten Form el: 
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n* , o . . -- n* 



gm+n = xf"* + ^"* • w log D8.t ^ + ^"* • V ^^8* ^^* ^ + ^'^ • 5~i log'natjsr + — 
wird: 

+ /J . log brigg (a; - c) - ^^, 
oder: 
y = lO{«+*io8(*-<^)) . jl + a log nat 10 + 

+ P log nat 10 • log brigg (x—c) — ^^j- 

Auf dieselbe Gleichung gelangt man abef auch ausgehend voo 
der zweiten der obigen Formeln^ das ist ausgehend von: 

y = y'S + y'B' log brigg (a: — c) + y' . ^^ 
oder: 

2/ = y' [* + f log brigg (a? — c) + j^^rj, 

wenn man ftir Sj s und qp die bekannten Werthe setzt. 
Da namlich nach Seite 205: 

d «= (1 + a log nat 10) , £ = /} log nat 10 und 9 = — fty 

sind und Uberdies 

y' ^^ io{« + 6iog(«-c)} 

ist, 80 folgt: 

y= 10{«+*iog'*-c)}.[i 4. a log nat 10 + 

+ p log nat 10 • log brigg {x — c) — ^} • 

Das zuletzt; namlich auf Seite 206 etc. behandelte Beispiel zeigt, 
dass zwischen den Temperaturen x und den Spannkraften y, welche der 
Wasserdampf bei denselben besitzt, eine Beziehung herrscht, welcher 
das im Punkte 12) ausgesprochene Gesetz so ziemlich entspricht. Eine 
weitere Verbessertmg der Constantenwerthe wilrde die fiir das bezugliche 
Gesetz aus den Yersuchswerthen abgeleitete Formal ohne Zweifel der 
Brauchbarkeit noch naher zu rticken im Stande sein. 

Wirklich brauchbar aber konnte die Formel erst gemacht werden 
durch eine Verbesserung der Forrndform, wie dies im letzten Capitel 
dieses Buches gelehrt wird. 

13) Die dbhangig Veranderliehe y schreife nach einer Beihe fortj 
deren erste Bijferenzreihe erne geometrische Beihe sei, tvenn die eugdwrigm 
Werthe der unaibhdngig Veranderlichen x atich eine geometrische Jfeifc? 
aher mit anderem Expotienten bilden. 

Sind: 

1 } 2 ~ Xl e y fl/Q ^SS (JD. g yQ. BBSS lIQ^ p^y » . • jCji ~~" tVi €r 
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die aufeiDander folgenden Glieder der ^-Beihe^ dann beziehungsweise: 

Vij y%f Vzf Viy ••• Vn 

die zugehorigen Glieder der j^-Beihe, endlich: 

die Glieder jener ersten Differenzreihe, welche eine geometrische Reihe, 
etwa mit dem Exponenten q sein soil, so ersieht man wie in vorher- 
gegangenen Fallen ganz deutlich, dass: 

y* = yj + 08 ■= yi + «i + oi2 + oi2* 

and ganz allgemein:' 

y» = yi + «i + «i2 + Oi2* + «i2' H H Oi2*~* 

wird. Da nun weiter: 

y» = yi + Oi (1 + 2 + 2* + 2* H h 2"~*) 

und nach der Summirang der in der Elammer enthaltenen Beihe: 

y« = yi + «i • g_i 

ist, 80 ergibt sich, wenn in diese Gleichung der in bereits bekannter 
"Weise aus a;, folgende Werth von (n — 1), namlich: 

log «„ — log X, 



(«-!)-. 



oder: 



eingesetzt wird: 



loge 



oder: 



^ ^ loge loge 

log* log* J _ J 

!/» == J/i + «i • ^-— i 

y» — yi + «i — — 



log «! g — 1 

(g~l)./o«. 

Setzt man fOr die jedenfalls constanten AusdrQcke einzelne Buch- 
staben und zwar: 

(yi-^)-^. ^H^ = ^ undspater q^^C, 

80 wird; wenn Qberdies die liberflQssig gewordenen Zeiger weggelassen 
werden: 



J/ — ^ + JB • j^<>« 



e 
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in welcher Gleichung noch e und q als Exponeoten der geometrischeii 



^°^*ii / 1 \ log g. 



ist] 



Reihen erkenubar hervorlreten, dann aber [weil g^®* 

Mit dieser Gleichung stimmt jene vollstandig iiberein, welche er- 
halten wtirde, wenn man in der auf Seite 199 fiir den Fall 12) abge- 
leiteten Formel x mit y vertauscht. 

Es ist namlich vor der letzten, das Wesen der Formeln nicht mehr 
beriihrenden Umformung: 



dort: 



hier: 



logy 

log a? 



dann: x = A + BC^'^^y, 



dann: y ^ A -{- B - C^°«', 

und es erklart sich diese Erscheinung durcli den Umstand, dass das im 
Punkte 12) behandelte Gesetz mit dem im Punkte 13) ausgesprochenen 
allsogleich iibereinstimmt, wenn x mit y vertauscht wird. 

Nachdem durch die Yertauschung der Abscissen x mit den Ordi- 
naten y, wie schon friiher eiumal besprochen, nur die Lage^ nicht 
aber die Natur der einer Gleichung entsprechenden Curve geandert 
wird, so unterliegt es keinem Zweifel^ dass der jetzt abgeleiteten Formel 
jene keinen besonderen Namen fUhrende Curve entspricht^ welche 
beim vorhergegangenen Fall auf Seite 201 naher untersucht wordeu isi 

Es waren also^ sofern das im Punkte 13) ausgesprochene Gesetz 
zwischen den Veranderlichen x und y annahernd besteht^ empirische 
Formeln nach der Form: 

y = A + B'C^''«' 

aufzustellen, welche erkennen lasst^ dass eine directe Berechnung der 
Constanten nach der Methode der kleinsten Quadrate nicht vorge- 
nommen werden kanU; weil die Gleichung in Bezug auf die Con- 
stanten Iceine lineare ist. 

Man hat daher vorerst Naherungswerthe fdr die letzteren zu suchen 
und dann selbe successive zu verbessern. 

Zu den gewQnschten Naherungswerthen aber kann man gelangen 
mit Hilfe der oben angegebenen Gleichungen: 

in welche nur die bei der Untersuchung der Yersuchswerthe erhaltenen 
Zahlenwerthe von: y^ als dem ersten Gliede der y-Reihe, a^ als dem 
ersten Gliede der ei^sten Differenzreihe^ e als dem Exponenten der tod 
den X — und q als dem Exponenten der von der DijBTerenzreihe gebil- 



1 
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deten geometrischen Reihe einzusetzen sind. Mit diesen Naherungs- 
werthen stellt die Formel: 

eine Naherungsformel dar^ welche in die richidge Formel: 

ubergeht, weDn man an den Nahernngswerihen A, B und C der Con- 
stanten die erforderlichen Verbesserungen a resp. fi und y anbringt. 
Unter der bekannten Annahme^ dass diese Verbesserungen sehr 
kleine Werthe seien^ kann y wie folgt nach der Taylor'schen Reihe 
entwickelt v^erden: 

y y ^ dA '^^ dB P^ dC ^' 

ist und in Folge dessen den Differenzialquotienten nachstehende Werthe 
znkommen: 

Es wird daher: 

^y = y+a + fi' C^^«* + y . 5 log a; • C^og *) - 1] ^ 

oder wenn man: 

5^ . log a? • C^« * statt y . B log x • OfCi^« *> - ^^ 
schreibt und: 

setzt^ 

y = y' + a -f /S . C^oR* + d • log ic • C^«8' . 

Man 'hat jetzt aus den n arsprUnglich gegebenen Versuchswerthe- 
paaren die nachstehenden Bedingungsgleichungen: 

yi — y/ = a + /S . Ci°«*» -f * log x^ • C^o«*» 
^2 — y/ — a + /S • 0^°^'* + * log x^ . C^o«^ 
»3 - ys' = « + /* • C^"*^*' + * log a?3 . C^08'« 



y» - »»' = a + /J • Ci<>»'n + * log a:« . C108*. 

aufgestellt zu denJcen (wo y/, y,', y/ ... bis y„' die Werthe bedeuten, 
welche aus der Naherungsformel ftlr y' erhalten werden, wenn fiir x 
der Reihe nach x^^ x^j x^ etc. bis Xn gesetzt wird)^ aus denen sich 
die folgenden Normalgleichungen ergcben: 
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(f 



Aus denselben lassen sich a, fi nnd ^, dann mit Uilfe von d 

yB 



auch y berechnen^ da 



S, also: 
dC 



ist. 



Jetzt sind die Yerbesserungen a, /} und y an den Naherungs- 

werthen A^ B und (7 der Gonstanten anzubringen und nach der 

Formel: 

y = (4 + «) + (I? + /J) . (C+ yy»«' 

die Versuchswerthe y zu berechnen, um die Brauchbarkeit der Formel 
zu priifen. 

Sind fur die Yerbesserungen keine sehr kleinen Werthe erhalien 
worden, ist also die diesfalls gemachte Annahme nicht zutreffend, so 
gibt die Formel noch nicht so gute Resultate^ als sie iiberhaupt zu 
geben vermochte. 

Sie gibt dann bekanntlich aber auch nicht dieselben Werthe wie 

die Formel: 

y = y' + a+P' C»<>«* + * • log a; • C^°«', 

nach welcher die Bedingungsgleichungen aufgestellt^ und filr welche 
eigentlich die Werthe der Gonstanten a, /S und S berechnet wurden, 
da sie unter den obwaltenden UmstS.nden mit dieser Formel nicht 
identisch ist, sondern dies erst wird, wenn die Annahme als gerecht- 
fertigt erscheini 

Fiihrt man, um dies zu erweisen, in die letztere Formel unter 
Anderem den y' entsprechenden Werth: 

ein, so kann dieselbe auch wie folgt geschrieben werden: 

y = (^ + a) + JB • C^««' + /} • Ci<>^^ + yB'l6gX' CKi«8')-ii. 

Erinnert man sich jetzt, dass nach dem binomischen Lehrsatz, 
und weil Glieder mit y^ etc., wenn y sehr klein ist, weggelassen werden 
konnen: 

(C + y^ogx ^ Qlogx ^ (log a?) . y . Cf<logx)-l] 

folglich: 
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Ciogr = (C + yyo8' — (log a?) • y . C«*«8'-ii, 
oder: 

(log x)-y' (7«log ») - 1] = (cr _|_ y)log X _ (iflog X ^ 

endlich auch: 

yB log xC'^^^e '^-'^ = B(C+ y^"^ ' — BC^^8 * 

wirdy so geht die in der Umformung befiudliche Formel noch liber in: 

y = (^ + a) + BCiog* ^ ^ [(c ^ y)iogx _ y log a; . C"i°8')-^^J + 

+ JB (C + yyo8 ' - BC^^8 *, 
oder: 

y = (^ + a) 4- ^(C + ry^^* -fiylogx- CtcioK')-!! + B(C + yy°«'. 
Nachdem jetzt aber auch das /Jy enthaltende Glied als ver- 
schwindend klein weggelasseu warden kann^ so wird schliesslich: 

y = (^ + «) + (5 + /3) . (C+ yy-", 
und-man ersieht hieraus, dass die Formel: 

y = y' + a + ^ . C^^«' + yB log X . Cf<io8*)-i)l 

oder was dasselbe ist: 

y = j^'^. a + /J . Ci*>«* + tf . log a: • C^^^' 
thatsachlich in: 

y = (A + a) + (B + p)-(C + yy-^' 

tibergeht, wenn cr, /} und y so kleine Grossen sind, dass alle Glieder, 
welche die erste iibersteigende Potenzen oder etwa Producte derselben 
enthalten, gegen jene Glieder weggelassen werden konnen^ in denen 
nur die ersten Potenzen dieser Grossen erscheinen. 

Mit Rucksicht auf das im Falle 10) auf Seite 187 durchgefOhrte 
Beispiel kanq bier wegen der grossen Aehnlichkeit der speciellen Reck- 
nungen ein solches entfallen. 

BezUglicb der anderen Erorterungen, welche sonst nocb immer 
gepfiogen wurden, kann auf den Fall 12) verwiesen werden, der ja 
principiell mit dem vorliegenden gleichbedeutend ist und, wie schon 
gesagt, in denselben Ubergeht, wenn y mit x vertauscht wird. 

14) Es schreiten die beiden Veranderlichen x und y gleidieeitig nach 
Reihen fort, deren erste Differen^reihen geometrische Reihen sind. 

Sind Xi und y^ die ersten Glieder der yon den Yeranderlichen ge- 

bildeten Reihen, 
Gx ;, Ofj „ „ „ der ersten DifiFerenzreihen, 

ex „ ^y n Expoueuten dieser, angenommenermassen geo- 
metrischen Reihen, so ist gerade so wie fruher auf Seite 199 irgend 
ein Glied der a;-Reihe, etwa das n^: 



1 
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er'-l 



i^n *= i^l "T" ^x \ ~ ^ ; 

also in gleicher Weise das zugehorige Glied der j^-Reihe: 



e?-^ - 1 



Lost man jetzt, um den Werth (n — 1) aus beiden Gleichungen 
eliminieren zu kqnneD; jede derselben filr (n — 1) auf, so wird: 

^** ^ log e, log e^ ' 

dann offenbar ebenso: 

' . (n - 1) = ^""^^^^^ ■" ^'^^^' "■ *^ "^ ''^^ ^''^''^ 



mithin: 



logc, 



y 



log «y ' 



log[(y„-yi)(ey— l)+oJ log a log[(a?^ — xj(tf,- l)+aj loga^ 



loge. 



log« 



loge. 



lege. 



Diese Gleichung hat nun eine Reihe von Umformungen zu erleiden. 
£s ist namlich weiter: 

log[2/n {e - i)-y,(tfy— i)+a ]-loga log[a;^((?,-l)— a;i((?^-l) + aJ-loga, 



log^y 
dann: 



log(? 



a. 



'j.logea,=log^ 



log* 



^n (^ar— 1) — ^1 (««— 1) + «* 



a. 



j-log«y. 



, r «(,-! yi(«j,-i)-«yi , r «,-i 

log Ly,-v — v-J"^''^ h • -^- 



-1 ^(«x-l)-Oarl 10g«y 



Setzt man jetzt: 



«,-i 






^^ 



= a , — 



a, — 



n 


•^n 


«« 




Vi 


(«,• 


-1)- 


«, 






«» 




a?i 


(«. 


-1)- 


«« 



J 'log«. 



a. 



h" 



= 6', 



endlich noch: 



log gy _ 
loge^~^' 



oder: 



80 wird, wenn man fiberdies die jetzt fiberfltlssigen Zeiger weglasst: 

log W'y + &"] = log [a'x + 6'] , 

a'y + V = {ax + hy. 
Lost man diese Gleichung fiir y auf, so erhalt man: 

y = — ]r, + ^. ' {a X + hy . 



IL Die Aufstellang empiriBcher Formeln nach begriindeter Form. 221 

Werden fQr die constanten Ausdrtlcke neuerlich einzelne Buch- 
staben gesetzt^ namlich: 



und 

i ^_ _ J . . 

so folgt schliesslich: 

y = a + 6 (a' a; + 6')% 

nnd c = -. sind. 

Diese funf Constanten der Formel miissen f^r die vorstehende, 
namlich fQr y aufgeloste Formel berechnet werden. 

Die zu gewissen Werthen von x gehorigen y kann man aber nur 
erhalten^ wenn man der Formel die Form: 

log (y — «) = log & + c log {a'x + V) 

gibt, in der sie zum Gebrauche geeignet erscheint. 

Hat man^ da die Constanten a^ b, a\ V und c der Formel: 

y = a + 6 (a' a? -f Vy 

selbstverstandlich aus den Yersucliswerthen nicht dired nach der 
Methode der kleinsten Quadrate berechnet werden konnen^ mit Hilfe 
der obigen Formeln nach den Ergebnissen der Yoruntersuchung Nahe- 
rungs werthe berechnet, so ist mit denselben die Formel: 

nur eine Naherungsformel; deren Constante als Naherungs werthe erst 
verbessert werden miissen. 

Bringt man die erforderlichen Yerbesserungen a//), ti\ fi' und y 
beziehungsweise an a, b, a\ V und o an, so geht die Formel in die 
richtige: 

J, = (o + a) + (6 + /J) . [(«' + aO ■ a; + (6' + /'')]"+''> 

iiber^ wo unter der Yoraussetzung^ dass die Yerbesserungen sehr kleine 
Werthe seien^ y wie folgt nach der Taylor'schen Reihe entwickelt 
werden kann. Es wird: 

4i = »/ i^y' „ i ^y' a I ^y' > i ^y of i ^y ,. 

wo: 

y' = a + fe (a' a; + Vy ist. 



I 



1 
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Da nun im vorliegenden Falle die Differenzialquotienten folgende 
Werthe annehmen: 

. S = l' ^ = («** + *')% % alexia' x + by-\ 
^ = bcia'x + by-^, ^^^ = b(a'x + hy.\ogmt(a'x + b'), 

SO wird: 

y = y' + a + P{ax + bj + alcx{a'x + 6')'"^ + 

+ /S' hc{ax + by-' + yb(ax + bJ log nat (a' x + 6')- 

Setzt man fQr die jedenfalls constanten AusdrUcke einzelne Bucb- 
staben^ namlich: 

a'bC'^S, p'bc = s und yb^^tp, 
woraus: 

' ^ /I' — . JL. ^ 

folgen, so wird etwas einfacher: 

y = y' + a + fi{a'x + 6')' + dx(a'x + bJ-' + B(ax + &')""' + 

+ q){ax + by log nat {a x + V). 

Nach dieser Gleichung sind aus den ursprUnglich gegebenen Yer- 
suchswerthen die Bedingungsgleichungen aufzustellen und aus letzteren 
die Normalgleichungen in bekannter Weise abzuleiten. Aus diesen 
konnen sodann die Constanten a^ /3, 8^ b und 9 und mit Hilfe derselben 
sowie der obigen Formeln noch a, ^' und y berechnet werden. 
! Da sich wohl kaum Jemand entschliessen diirfte^ eine Formel nach 

^ der fUr den vorliegenden Fall abgeleiteten Form aufzustellen, wegen 

der ohne Zweifel ausserst miihsamen Bereehnung der Constanten, an- 
dernfalls die Ableitung der Normalgleichungen auf Grund des Vorher- 
gegangenen und Yorstebenden von Jedermann vorgenommen werden 
kann, so moge die Angabe derselben entfallen und Qberhaupt eine 
weitere Behandlung des Falles unterbleiben. 



£s sind im Yorhergehenden die wichtigsten und einfachsten 
Grundformeln abgel^itet und besprochen worden, welche bei der Anf- 
stellung empirischer Formeln Yerwendung finden konnen. 

Die Zahl dieser Grundformeln kann nun allsogleich vervielfacht 
werden, wenn man statt y eine Function von y setzt, und zwar ins- 
besondere: 

a) eine gewisse Wurzel aus y, 

b) eine gewisse Potenz von y, 

c) den Logarithmus von y. 
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Man gelangt dadurch zu neaen Formelformen, welche gleichfalls 
znr Anwendung komm«n konnen. 

Einige Beispiele werdeu dies erlautern. 

Setzt man in dem auf Seite 147 angefiihrten Gesetze 3) statt y 
die m^ Wurzel aus y, so lautet dasselbe: 

15) Die m*® Wurzd aus der abkangig Verdnderlichen y wachst 
nixch einer arithmetischen Beihe erster Ordnwngy wenn die eugehorigm 
Wierthe der undbhdngig Veranderlichen x nach mier anderen derartigen 
jReihe derselben Ordnung fortschreiten, 

Es geht daher die dort abgeleitete Formel: 

y s= a + 6a? 

in yy^= =» a -^hx fiber, welche Gleichung entweder in der Form: 

s= a + 6a; oder y = (a 4- 6a;)"* 

geschrieben werden kann. Auch ffir diese Formeln gelten die friiher 
abgeleiteten, zur Berechnung von Naherungswerthen der Constanten 
dienenden Hilfsformeln: 



« = K— j--^i) und 6=^, 

^ X ' X 



wenn in denselben statt y^ das erste Glied Hi der jer-Reihe und deren 
constante Differenz d^ statt dy gesetzt wird. 

Die Untersachung der Versuchswerthe oder der, wenn nothig, 
durch graphische Interpolation aus denselben erhaltenen Werthe auf 
das Yorstehende Gesetz hat nun selbstverstandlich in folgender Weise 
zu geschehen: 

Man untersucht, ob nicht irgend eine gewisse Wurzel, gezogen 
aus sammtlichen zu den nach der arithmetischen Reihe fortschreitenden 
X gehorigen y, eine Zahlenreihe entstehen lasst, welche gleichfalls eine 
arithmetische Beihe erster Ordnung ist 

WelcJie Wurzel etwa diese Bedingung erfflUt, dies muss durch 
Probieren ausgeforscht werden. 

Bei angenahertem Bestehen des Gesetzes konnten die besten Werthe 

der Constanten a und 6 aus den vorliegenden Yersuchswerthen auf 

Gnind der Formel: 

a = a -{-bx 

and zwar mit Hilfe der ffir den Fall 3) giltigen fibrigens schon auf 
Seite 32 angegebenen Normalgleichungen berechnet werden, in denen 
nur statt y zu setzen ware. 

Es wfirden aber dann mit den auf diese Art erhaltenen Con- 
stantenwerthen aus der Fqrmel: 

y = (a -|- 6a;)"» fiir a;,, a:,, ajj • • • bis Xn 
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nicht Werthe y erhalten werden^ deren Fehler sich auszugleichen strebteD, 
da sich in diesem Falle offenbar die Fehler in den e, d. i. die Fehler in 
den m^^ Wurzeln aus den y ausgleichen wdrden. Aus diesem Grunde 
ist es nothig, die besten Werthe der Constanten a und b unmittelbar 
aus der filr y aufgelosten Formel: 

y a= (a + bxy^ 

nach der Methode der kleinsten Quadrate abzuleiten^ was wie folgt 
geschehen kann. Man hat dabei wie in so vielen vorhergegangenen 
Fallen von der Naherungsformel : 

y' = (a -f IxY 

auszugeheu; deren Constante a und b, auf Grund der Ergebnisse der 
Yoruntersuchung nach den obigen Hilfsformeln vorerst naherungs- 
weise berechnet^ dann aber successive verbessert werden mtlssen, da 
eine directe Berechnung aus den Versuchswertheu wieder nicht vor- 
genommen werden kann^ weil die Formel in Bezug auf die Constanten 
keine lineare Gleichung ist. 

Lasst man die erforderlichen Yerbesserungen a und fi anbringend 
die Naherungsformel in die richtige Formel: 

y = [(a + a) -f (6 + /S) . x]^ 

Obergehen, so kann unter der Yoraussetzung^ dass a und /3 sehr klein 
seien^ y wie folgt nach der Taylor'schen Beihe entwickelt werden: 

wo: 

y' = (a + bxy* 

ist. Es nehmen jetzt die Differenzialquotienten folgende Werthe an: 

^ = m (a + 6a;)'-S ^ = nix(a + bx^-', 

und es wird daher: 

y = y' + a w (a + bxf^^ + fimx (a + bxY"^ - 

Setzt man fQr die jedenfalls constanten Ausdrticke eiuzelne Buch- 

staben^ und zwar: 

am = y und fim = tf , 



woraus: 






folgen, so erhalt man schliefslich: 

y — y' = y (a + bx^-^ + *fl? (a + bxY"^ , 

namlich jene Formel^ nach welcher man sich aus den ttrsprUnglich ge- 
gebenen Yersuchswerthen die Bedingungsgleichungen: 
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y, — y/ = y (a + &icj"»-i ^Sx{a + hxj^-^ 
»2 — ya' = y (« + Ix^"^^ + Sx{a + hx^"^-^ 

aufgestellt zu denken hat^ um in bekannter Weise die folgenden 
Normalgleichungen: 

2{(M-yyH<^+i^r'-']=?'2{^[{a+bx)--'y} + 

+ d '^ [x^'[(a+bx)^']'} 

ableiten zu konnen^ aus denen man vorerst die Constanten y und S^ 

dann mit Hilfe der obiiren Formeln: a = — und /} = — auch a und 3 

" m ' m ' 

berechnen kann. Setzt man jetzt die Werthe der Verbesseruugen a 
und /} in die Naherungsformel ein^ so wird: 

y = [(a + a) + (6 + ^) . a;]- 

und es ist diese Formel noch anf ihre Brauchbarkeit dadurch zu priifen^ 
dass man untersucht, ob sie^ wenn man fQr x der Reihe nach die 
Werthe von x^y x^y x^ etc. bis Xn setzt, die zugehorigen Werthe von y 
so mit den in der Versuchsreihe erscheinenden y-Wertheu uberein- 
stimmend gibt, als man es wiinscht. Die Formel hat den iiberhaupt 
erreichbaren Grad der VoUkommenheit erreicht, wenn fiir die Ver- 
besserungen a und ^ thatsachlich sehr kleine Werthe erhalten wurden. 
Ist dies nicht der Fall, so hat man nur das Yerfahren geniigend oft 
zu wiederholen. 

Formeln nach der vorstehend besprochenen Form sind thatsachlich 
und zwar von Thomas Young, Dulong, Arago und anderen Physikern 
aufgestellt worden. 

Eine ebenfalls wichtige und mehrfach beniitzte Formel wird im 
folgenden Punkte 16) besprochen werden. 

Setzt man in den auf Seite 181 angefuhrten Gesetz 10) statt y, 
Logarithmus von y, so lautet dasselbe: 

16) Ber Logarithmus der ahhdngig Verdnderlichen y schreite nach 
einer Beihe fort, dereii erste Differenzreihe eine geometrische Beihe bilde, 
toenn die zugehorigen Werthe der unabhdngig Verdnderlichen x eine 
arithmeHsche Beihe erster Ordnung darstelkn. 

Es geht dann die auf Seite 182 erhaltene Formel: 

y=^A + BC' 

Bteinhaaser, empirische Formelu. 15 



d 
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in: logy = ^ + JB.C' oder z 'r^ A + B - C' 

iiber. Auch fiir diese Formel gelten der Hauptsache nach die fruher 
abgeleiteten^ zur Berechnung von Naherungswerthen der Gonstanteo 
dienenden flilfsformeln: 

^=-(^x-7^), B ^ und C==e 

in welchen aber offenbar statt y^ jetzt e^ = log y^ erscheint, also: 

Zi und x^ die ersten Glieder der von den z resp. x gebildeten R^hen, 
a^ das erste Glied der Differenzreihe der jE?-Reihe, 
d die constante Differenz der von den x gebildeten arithmetischen — nnd 
e den Exponenten der von den Gliedern der Differenzreihe gebildeten 
geometrischen Reihe bedeuten. 

Die Untersuchung der Versuchswerthe oder der, wenn nothig, durch 
graphisehe Interpolation aus denselben erhaltenen Werthe auf das 
vorstehende Gesetz hat nun selbstverstandlieh in folgender Weise zu 
geschehen. 

Man untersucht, ob die Logarithmen sammtlicher zu den nach einer 
arithmetischen Reihe fortschreitenden x gehorigen y eine ZahleDreihe 
bilden, deren erste Differenzreihe eine geometrische Reihe ist. 

Bei angenahertem Bestande des Gesetzes hat man aus ahnlichen 

Griinden wie sie beim vorhergegangenen Fall 15) angefuhrt warden, 

sowie im Einklange mit Seite 156 die Constanten A^ B und C nicht 

aus der Formel: 

e = \ogy^A + BC, 

sondern aus der fiir y aufgelosten Gleichung abzuleiten. Es wird dans 
vorerst, sobald wegen der leichteren Schreibweise die kleinen Buch- 
staben statt der grossen gesetzt, Uberdies gemeine Logarithmen vorans- 
gesetzt werden: 

y = 10^"+*^\ 

Denkt man sich in diese Formel die aus den Hilfsformein aaf 
Grund der Ergebnisse, welche die Untersuchung der Versuchswerthe 
zu Tage fbrderte, berechneten Naherangswerthe eingefQhrt, so stellt 
sie nur eine Naherungsformel: 

dar, deren Constante nun nicht direct nach der Methode der kleinsten 
Quadrate aufgesucht, sondern nur successive verbessert werden konnen, 
weil sie in Bezug auf die Constanten keine lineare Gleichung ist. 

Lasst man, die erforderlichen Verbesserungen a, fi und y an den 
Constanten anbringend, die Naheruugsformel in die richtige Formel: 
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ubergehen, so kann unter der Yoraussetzung, dass a, fi und y sehr 
klein seieD, y wie folgt nach der Taylor'schen Reihe entwickelt werden: 

wo: 

y'=10^^+*^'^ ist. 

£s nehmen jetzt die Differenzialquotienten folgende Werthe an: 
g = 10(''+»^>.lognatl0, 

g _ 10(«+»«') . ^ log nat 10, 

^^- = io(«+*^) . 6 . a; . c*-^ . log nat 10, 

und es wird daher: 

y = y'+ (a log nat 10) • 10^^+'"'^ + (/5 log nat 10) • c* • 10^^+*'*^ + 

+ {yh log nat 10) • xtf'"^ • 10^"+*''^. 

Werden fiir die jedenfalls constanten Ausdriicke einzelne Buch- 
staben gesetzt und zwar: 

(a log nat 10) = *, (/3 log nat 10) = s, {yh log nat 10) = tp, 

woraas: 

log nat 10' '^ log nat 10' '^ ^ log nat 10 
folgen, so erhalt man: 

und weil: 10^"+*^^ = ^' ist: 

namlich jene Formel, nach welcher man sich aus den gegebenen Ver- 
suchswerthepaaren die folgenden fiedingungsgleichungen: 



y»— yii'=*y«'+ « -c'^-yZ+g^-a;, c'" ^-y 



aufgestellt zu denken hat, um in bekannter Weise die nachstehenden 
Narmalgleichungen : 

IB* 



I 



^{(y-y')<^y'-<^'\=s-'^{x-d^'(i/y] + B-^[x.,^^(},j}+ 
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2'Ky-V)-y'}=*-^{(y?n-£-2'{'^(y')'}+v-^<*-'^"'-(y')')' 

ableiten zu konnen, mit desen man vorerst die Gonstanten d, c und 9, 
dann mit Hilfe der Formein: 

""^ lognatlO "^ **^' ^ "^ log'nam "" ^ ' '^'^ ^ "^ 6. log natlO ^6 ''*' 
I berechnen kann. 

j Setzt man jetzt die Werthe der Verbesserungen a, ^ und y in 

j die Naherungsformel ein, so wird: 

y ^ jQ[(«+«)+(ft+/5)(c4-y)'] 
oder, wenn man a -{■■ a '^^ A, b -{- fi = B, c -{- y «= C setzt: 

endlich fiir den Gebrauch geeignet: 

logy = A + B>C% 

worin gemeine Logarithmen zu verstehen sind. 

Diese Formel ist sodann noch auf ihre firauchbarkeit dadurch zu 
priifen, dass man untersucbt, ob sie, wenn man fur x der Reihe nach 
die Werthe von x^, x^j x^ etc. bis Xn setzt, die zugehorigen Werthe 
von y 80 mit den in der Versuchsreihe erscheinenden y-Werthen ilberein- 
stimmend gibt, als man es wiinscht. Die Formel hat den {iberhaupt 
erreichbaren Grad der VoUkommenheit erreicht, wenn fiir die Ver- 
besserungen a, p und y thatsachlicb sehr kleine Werthe erhalten wurdeo. 
Ist dies nicht der Fall, so hat man nur das Verfahren genQgend oft 
zu wiederholen. 

Den in dem zweiten Capitel dieser Schrift besprochenen relatir 
einfachen Gesetzen konnten immerhin noch weitere beigefiigt werden. 

Da dieselben aber dann minder einfache oder auch mitunter seiche 
Formein geben wdrden, welche schon erortert worden sind, so moge 
auf ihre Besprechung nicht eingegangen werden, um so mehr als das 
Yorhergegangene genug Anhaltspunkte bietet, um auch nicht besprochene 
Falle behandeln zu konnen. 
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WurdeD; um nur noch Eins zu erwahneii; die Werthe der abhangig 

Yeranderlichen y gleiclmamige Potenzen darstellen von den zugehorigen 

Werthen der abhangig Veranderlichen x, so fiihrte dieses Gesetz offen- 

bar auf die Formel y =» x^, oder wenn das Gesetz in gewisser Weise 

verdeckt erschiene, auf: 

y =s a -\- bx"*. 

Diese Formel ist aber als ein specieller Fall der schon auf Seite 29 
behandelten allgemeineren Formel: 

y = a + 6ic + CO!?* + dx^ -\ + px"^ 

anzuseheO; da in dieser (mit Ausuahme von jj) nur 6 = c = d='-- = 
zu setzen sind^ damit: y =^ a -^ pod^, namlich y gleieb einem Aus- 
drucke werde, welcher dem Wesen nach itroUstandig mit dem recht- 
seitigen Theil der obigen Gleichung iibereinstimmi 

In den wenigsten der speciellen Beispiele, welche im gesammten 
Vorhergehenden durchgefuhrt wurden, gelang es, eine strengeren An- 
forderungen genugende empirische Formel aufzustellen. 

Der Grund davon liegt vorwiegend darin, dass die in den 16 Punkten 
abgeleiteten Formeln, welche Grundfonndn genannt wurden, durchaus 
nicht ausreicheo, um alle zwischen Veranderlichen mbglicher weise be- 
stehenden Abhangigkeitsgesetze, selbst nur naherungsweise, zum Aus- 
druck bringen zu konnen. 

Man wird daher, wenn man nicht die Anzahl der Grundformeln 
noch waiter vermehren will, trachten miissen, mit denselben dadurch 
das Auslangen zu finden, dass man sie in fiir die jeweilig vorliegenden 
Falle entsprechender Weise erganzt oder verandert, mit einem Worte 
yerbessert, bis sie den Anforderungen genUgen. 

Die Art und Weise, wie hierbei vorzugehen ist, findet nun im 
folgenden und letzten Gapitel dieses Buches seine Besprechung. 



Ueber die Yerbessening empirischer Formeln. 

Dieselbe kann der Hauptsache nach bewirkt werden: 

1) durch die Verbesserung der Werthe der Gonstanten; 

2) durch die Vermehrung der Glieder der Formel; 

3) durch die Substitution einer Function von x fdr Xy oder fur 
eine oder mehrere der Gonstanten. 

1) Die Verbesserung der Werthe der Gonstanten. 

Sind von den Gonstanten einer Formel nur Naherungswerthe be- 
kannt, so konnen diese nach der auf Seite 117 etc. erorterten, so wie an 
vielen Beispielen zur Anwendung gebrachten Methode verbessert werden. 
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Da eine Verbesserimg der Constanten auch nothwendig eine Ver- 
besseruDg der Formel selbst zur Folge hat, so wird der bezuglichen 
Methode hier nochmals Erwahnung gethan. 

Sie ist bekaDDtlich zumeist sehr mtihsam und in alien jenen Fallen 
nicht umgehbar, in denen die Bedingungsgleichungen, also auch die 
aus denselben abgeleiteten Normalffleichungen, in Bezug auf die Con- 
stanten keine linearen Gleichungen werden. 

Es sind dann fur die Constanten zuerst Nahernngswerthe aufzo- 
suehen und diese durch so lange wiederholte Anwendung des Ver- 
fahrens zu verbessern, bis die Verbesserungen selbst sehr kleine (mog- 
lichst weit unter 1 liegende) Werthe werden. 

Ist dies erreicht, so kann die Formel durdi ihre Constanten nicht 
mehr erheblich verbessert werden, gar nicht aber dann, wenn die Ver- 
besserungen sammtlich den Werth annehmeu wiirden. 

Ein Eennzeichen dafflr, oh durch weitere Verbesserung der Con- 
stanten noch eine wesentliche Verbesserung der Formel zu erhoffen 
ist, bildet der Grad der Uebereinstimmung der Resultate jener beiden 
Formeln, welche bei sehr kleinen Werthen der Verbesserungen iden- 
tisch werden soUen. 

So giht beispielsweise auf Seite 212 die Formel von gewtinschter 
Form die Fehlersumme — 22,0785, jene Formel aber auf Seite 213, fur 
die eigentlich die Constanten, welche die Verbesserungen darstellten, be- 
rechnet wurden, die Fehlersumme — 3,94103. 

Aus der nicht unbedeutenden Differenz beider Summen kann ge- 
schlossen werden, dass durch die Wiederholung des Verfahrens noch 
eine erhebliche Verbesserung der Constantenwerthe und dadurch auch 
eine solche der Formel bewirkt werden kann. 

2) Die Vermehrung der Glieder der Formel. 

Auch von diesem Mittel der Formelverbesserung ist im Vorher- 
gegangenen bereits mehrfach Gebrauch gemacht worden, indem nach 
erwiesener Unbrauchbarkeit von Formeln noch ein Glied denselben 
beigefiigt wurde, was mit einer Vermehrung der Constanten gleich- 
bedeutend ist. 

Da aber die Vermehrung der Constanten bekanntlich eine Ver- 
besserung der Formel zur Folge hat, so ist es erklarlich, dass durch 
dieses Verfahren die gewUnschte Wirkung (allerdings nicht immer in 
ausreichendem Maasse) erzielt werden kann. 

Im Vorhergehenden wurde aber diese Art der Formelverbesserung 
in ivillMrlicher Weise zur Anwendung gebracht, indem zu Gliedem 
immer ein solches hinzugefUgt wurde, welches dem Bildungsgesetz der- 
selben entsprach, ohne dass dariiber eine Untersuchung gepflogen 
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^worden ware^ ob das hinzugefiigte Glied wohl befahigt ist; eine moglidist 
gXLte Wirkung hervorzubringen. 

Es hatte der besprochene Vorgang immerhin gewisse Erleichterungen 
in den RecliniiDgen zur Folge, da manche der erforderlichen Zahl,en- 
^werthe aus schon berechneten relativ leicht abgeleitet werden konnteD. 

Gegenuber der Nothwendigkeit, eine thunlichst entsnrechende Formel 
aufzustellen^ kann aber auf derartige Erleichterungen keine Biieksieht 
genommen werden. Im Folgenden wird nun untersucht, was zu thun 
isty um Glieder ausfindig zu macheti; welche moglichst geeignet er- 
scheinen, bereits vorhaDdenen beigefiigt zu werden. 

Es ware vorerst: 

eine die Beziehung zwischen den Yeranderlichen x and y nur ganz rob 
darstellende empirische Formel, deren Constante noch nicht durch Zu- 
hilfenahme der Methode der kleinsten Quadrate berechnet oder ver- 
bessert worden sind. 

Da die Formel, welche aus den Versuchswerthepaaren: 



(Xi X^ [X^ j Xf 



aufgestellt wurde, die in der Versuchsreihe erscheinenden Werthe von y 
nicht mit gewiinschtem Genauigkeitsgrade wiederzugeben vermag, so 
soUe sie durch Vermehrung der Glieder verbessert werden. 

Die Formel wird, wenn der Reihe nach fiir x die in der Ver- 
suchsreihe enthaltenen Zahlenwerthe x^, x^j x^ - * * bis Xn gesetzt werden, 
o£Fenbar gewisse fehlerhafte Werthe y^' resp. yj', y^' - • • bis y^ geben, 
welche zur Bichtigstellung gewisser Yerbesserungen d^ resp. 8^, ^s * * ' 
bis dn bediirfen, die sich sehr leicht aus folgenden Gleichungen er- 
geben: 

^2 — Vi = *2? 



Vn — tfn = Sn. 



Es geht dann obige Naheruogsformel y' ^^f{x) ohne Zweifel in 
eine die Versuchswerthe richtig wiedergebende Formel fiber, wenn 
dem Gliede f\x) ein anderes f'{x) beigefiigt wird, welches desgleichen 
eine Function von x ist, die aber der Reihe nach die Werthe 8^, d^, 
iJj ... bis dn annimmt, wenn man in ihr fur x beziehungsweise x^, 

X^j ^3 * ' * ^is ^n Setzt. 



^ 
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Man hat daher jetzt in ganz bekannter Weise eine neue empiri- 
sche Formel: 

aus den nachsiehenden Werthepaaren: 






d. 



aufzustellen und dann der obigen Formel das Glied f"{x) beizufagen, 
um die nahezu richtige Formel: 

zu erbalten. VolOcommen richtig wird die Formel wohl nicht werden, 
weil ja die empirische Formel d = f"{x) auch nicht den oben 
ausgesprochenen Anforderungen vollkommen zu geniigen im Stande 
sein wird. 

Fiir die Aufstellung der die Werthe d so gut als moglich wieder- 
gebenden Formel gilt natUrlieh Alles, was uberhaupt in Bezug auf die 
Aufstellung empirischer Formeln gesagt wurde. 

Es kann daher vorerst die Form der Formel: S = f'ip^ ent- 
weder willkUrlich gewahlt werden oder auf Grund der Ergebnisse, welche 
die (in bekannter Weise vorzunehmende) nahere Untersuchung der 
d-Reihe liefert. 

Waren die Constanten der ursprunglich gegebenen Formel y^=f{x) 
nicht ganz rohe Naherungs werthe^ sondem nach der Methode der 
kleinsten Quadrate berechnet worden^ so wiirden sich bekanntlich die 
Differenzen S in der algebraischen Summe annahernd oder voUstandig 
auszugleichen suchen. Sie erschienen daher bald mit positivem, bald 
mit negativem Zeichen behaftet und in annahernd gleieher numeri- 
scher Grosse. 

Sie bildeten sodann in ihrer Aufeinanderfolge (in der ^-Beihe) offen- 
bar keine jener Reihen, welche in den Grundgesetzen von den Werthen 
der abhangig Veranderlichen y (die hier ja d vertritt) gebildet werden, 
und es vermochte in Folge dessen auch keine der Grundformeln das 
Gesetz 8 = f'{x) darzustellen, nach welchem' sich die Werthe von 8 aus 
denen von x entwickeln. 

Es wurde daher angenommen, dass die Constanten der Formel 
y' ==/"(«;) bloss rohe Naherungswerthe seien. 

Die im Vorstehenden angegebene Methode wiirde mithin nur dann 
von gutem Erfolg begleitet sein, wenn die Untersuchung der tf-Reihe 
zeigt, dass dieselbe einer jener Gattungen von Reihen (arithmetische 
erster und zweiter Ordnung, geometrische etc.) angehort, welche von 
den Werthen der abhangig Veranderlichen y in den vorhergegangenen 
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Grundgesetzen gebildet werden, sobald die zugehorigen Werthe der 
unabhasgig Yeranderlichen ebenfalls nach einer gewissen (arithmeti- 
schen oder geometrischen etc.) Reihe fortschreiteii; da mau nur dann 
unter den Grundformelu eine findet, welche dem Gesetz der Fort- 
schreituDg der S mit den x annahernd eDtspricbt. 

WCIrde man die Milhe nicht scheuen, so konnten die Constanten- 
tcerfhe der mm zweigliedrigen Formel: 

y=r(^) + r(») 

naeb der bekannten Metbode verbessert werden^ da es wobl keinem 
Zweifel unierliegt^ dass man andere und weit bessere Werthe sowohl 
in f'(x)y als auch in f"{x) erhalten wird, wenn man bei der Berech- 
nung alter Constanten das Vorhandensein beider Formelglieder beriick- 
sichtigt^ was bei den in f'(x) entbaltenen Constanten nicht der Fall 
war. Durch die Aenderung der Constanten werthe in f'(x) werden aber 
selbstyerstandlich auch jene in f'\x) geandert. 
Man kann die Formel: 

y = r(^) + rw 

offenbar als die Summe der folgenden Gleichungen: 

y' = f{x) und y"=f\x), wo y + y" = y 

ist, ansehen^ deren jede vom geometrischen Standpunkt einer Curve 
entspricht. 

Es ist mithin die geometrische Bedeutung einer mehrgliedrigen 
empirischen Formel auch eine Curve, deren Ordinaten (y) man als die 
Summe (y'+J/") der analogen Ordinaten (y' und y") jener Curven 
ansehen kann, welche den einzelnen Gliedern [f{x) und ("{x)] der 
Formel entsprechen. 

So kann z. B. die der Formel: 

y teas a + 6a; + <^^ 
entsprechende Curve (welche nach Seite 52 eine Parabel ist, deren 
Axe der Ordinatenaxe parallel lauft und deren Scheitel nicht im Ur- 
sprung liegt) auch angesehen werden als eine Curve^ deren Ordinaten y 
sich zusammensetzen aus den analogen (namlich zum gleichen x ge- 
horigen) Ordinaten: 

y' = a, einer zur Abscissenaxe im Abstande a parallel laufenden Ge- 

raden, 
y"= "bxj einer geneigten und durch den Ursprung gehenden Geraden, 
y "= cx^y einer Parabel, welche den Ursprung zum Scheitel und die 

Ordinatenaxe zur Axe hat. 

Aus dem Umstande, dass die zweigliedrige Formel: 
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y = rw + fix), 

sofern ihre Constanten zweckmassig bestimmt wurdeD^ nothwendig 
bessere Resultate geben muss, wie jede der einfacheren Formeln: 

y'=f(x) und y'=f\x) 

(in denen aber andere Constantenwerthe wie in der zweigliedrigen 
Formel erscheinen, weil die der letzteren offenbar mit Riicksicht auf 
das Vorhandensein der heiden Glieder bestimmt worden sind) ergibt 
sich die Moglichkeit, im Falle als mit den Grundformeln das Ans- 
langen nicht gefunden wUrde, zu entsprechenden Formeln auch dadurch 
gelangen zu konnen, dass man zweckmassig ausgewahlte Grundformeln 
mit einander yerbindet. 

Derart entstandene Formeln mogen conibinirte Grundformeln ge- 
nannt werden. 

So bildet beispielsweise eiue combinirte Grundformel die bekannte 
von Biot vorgeschlagene und yon Begnault zur Berechnung der Spann- 
kraftstabellen yerwendete Formel: 

log y = a + 6c* + de*, 

da sie offenbar als die Snmme der aus dem secbzehnten und zehnten 
Gesetze heryorgegangenen Grundformeln: 

s=a log y' = a + 6c* 
und beziehungsweise: 

y"" ? + d^, 

WO y"+ ^ = y"+ log y'= logy und a + /3«=a sind, angesehen 
werden kann. 

Mit Riicksicht auf die bezUglichen Gesetze ist somit die Reihe: 

Vu y%7 ys, y4j ••• y« 

der y, welche zu den nach einer arithmetisclien Reihe: 

^i; ^2; ^3; ^4; ' ' * ^n 

fortschreitenden x gehoren, so beschaffen, dass die hieraus abgeleitete 

Reihe: 

log yi, log y,, log ya, log y^, - • • log y» 

in zwei Reihen: 

^1 = log yi', ^2 = log y2', ^3 = log y3', ^i = log yl, • • • i?« = log y.' 

und 

ff n It . tt ^. '/ 

yi . y%, % > y* » • • • y» 

(wo offenbar: 

yi' + log y,' = log yi , y," + log y; = log y,, 

y$" + log ys'=- log Vi, ■■• yn"+ log y,'= log y, sind) 

zerlegt werden kann, deren erste Differenzreihen geotneirische Reihen 
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bilden. Es wird daher die Aufstellung der BMschen Formel nur dann 
von Erfolg begleitet sein, wenn sich die aus der y-Reihe abgeleitete 
log y-Reihe in zwei Reihen (in die log y'- und y"-Reihe) zerlegen lasst, 
ivelche die augefQhrte Eigenschaft sehr angenabert besitzen. 

Man wird somit in jenen Fallen , in denen man sich genothigt 
sieht zu combinirten Grundformeln zu greifen, weil die reinen oder 
einfadien nichi ausreichen^ vor Allem die Frage zu beantworten haben^ 
welche Grundformeln jeweilig verbunden werden sollen. 

Dies wird moglich werden^ wenn es gelingt ausfindig zu machen, 
in was fur Reihen sich die y-Reihe zerlegen lasst^ da dann einfach 
jene Grundformeln zu combiniren sind^ welche den Gesetzen der Fort- 
scbreitung dieser Reihen mit x entsprechen. 

Es folgt daher zunachst und zwar vom Einfachen zum Complicir- 
teren fibergehend die Besprechung der: 

Zerlegung von Reihen in Reilien 

soweit dies hier von Interesse ist. 

a) Es ist wenn moglich die Reihe: 

Vu y%7 y$7 ••• Vn 

in swei arithmetische Reihen erster Ordnung zu zerlegen. Sind: 

y/; y%y Vzj '- Vn 

und 

ff ft It // 

Vx^ y%7 y^ y'-Vn 

diese Reihen^ so hat man vor Allem die Bedingung: 

yi'+j/r=yi; y^ + y^'-^y^y y^+y^'=y^ 

and allgemein: 

Waren d^ beziehungsweise d^ die constanten Differenzen beider 

arithmetischen Reihen ^ so ist bekanntlich wie schon auf Seite 148 das 

allgemeine Glied: 

yn=yi+{n- l)dy, 
ebenso 

und wenn man beide Gleichungen addirt: 

y»'+ »«"= y;+ yr+ (« - 1) (<?i + d,), 

oder auch^ wenn man noch d^ + rfg = t? setzt: 

y« = yi + (w — 1) • ^• 
Da nun oflfenbar y„ selbst als n*®" Glied einer mit der constanten 
Differenz d fortschreitenden arithmetischen Reihe erscheint, so folgt 
hierauS; doss die Zerlegung der y- Reihe in 0tm arUhmetische Reihen 
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erster Ordnung nur dann genau moglich wird, wenn sie sdbst eine solche 
(und zwar mit der Differenz d «= d^ + ^2) ^^• 

Dieses Resultat hat immerhin vorausgesehen warden konnen, weil 
die Summe zweier arithmetischer Reihen Dotbwendig wieder eine 
solche wird. 

Nachdem man nun zur Berechnung der Bestimmnngastiicke (d^, 
d^y jfi und y/') der beiden fraglichen Beihen nur die folgenden zwei 
Bedingungsgleichungen : 

1 + ^= ^_i 

und 

hat, 80 sind nur die Summen der constanten Diflferenzen (d^ und d^) 
sowie der ersten Glieder (y/ und y^") an gewisse Zahlenwerthe 

namlich : "* _ beziehungsweise y^J gebunden und konnen somit unter 

Einhaltung dieser Bedingungen im Uebrigen die Differenzen wie auch 
die ersten Glieder beliebig gewahlt werden. — Die gestellte Aufgabe 
ist in Folge desscu auf unendlich viele versehiedene Arten losbar. 

1st die j/-Reihe nicht genau eine arithmetische Reihe erster Ord- 
nung, so wird nur eine naherungsweise Losung moglich. 

Beispiel. Es soil die Reihe: 

Vi =4, y, = 9, yg = 15, y^ = 20, y^ = 24 

wenn moglich in zwei arithmetische Reihen erster Ordnung zerlegt 
werden. Aus obigen Bedingungsgleichungen folgen, wenn man Doch 
iiberdies berucksichtigt, dass hier offenbar n = 5 ist: 

Lasst man jetzt beispielsweise die erste Reihe mit y^' = 1 be- 
ginnen und mit der Differenz dj^ => 3 fortschreiten, so muss man die 
zweite Reihe mit y^" = j/i — 1 = 3 beginnen und mit der Differens 
(Zj = 5 — 3 = 2 fortschreiten lassen. 

Die Reihen lauten dann: 



y/ — 1, Vi —4, ys —T> 
und 

y/'_3, »,"-5, y,"^l, 
Sie geben als Summe: 


y;_10, ij,'-lS 

y;'= 9, y6"-=ii. 


4, -9, 14, 
statt: 

yi — 4, Vi — d, yj — 15, 


19, 24 

y4-i9, y6-24. 



weil letztere Reihe nicht genau eine arithmetische Reihe ist 
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Warden die gemeiDsam za den aufeinander folgenden We^hen 
von y, von y' und von y" gehorigen Werthe des x eine ariihmetische 
Reihe bilden^ so hatte man zufolge der beiden soeben aufgefundenen 
Reihen auf Grand des Seite 147 angefubrten Gesetzes 3) die einfacben 
Grundformeln: 

y'=«i + ^^ und y"'=' 02 + ^2^ 

aufzustellen und zu summiren. Sie gaben dann: 

oder, weil y'+ y"= J/ ist, und a^ + ^ = ^ sowie b^ -{- b2 = h gesetzt 
werden konnen: 

y = a + bx, 

Es bringt somit unter den obwaltenden Yerhaltnissen die Sum- 
mirung der gleicbartigen Grundformeln keinen Gewinn^ da man auf 
eine Formel kommt^ welche direct erhalten werden kann^ sobald^ was 
ja hier vorausgesetzt werden muss, die y- Reihe wenn auch nur an- 
genahert eine arithmetische Reihe ist. 

Wurden die gemeinsam zu den aufeinander folgenden Werthen 
von y, von y' und von y" gehorigen Werthe des x eine geometrische 
Reihe bilden^ so hatte man zufolge der beiden aufgefundenen Reihen 
auf Grund des Seite 170 angeftlhrten Gesetzes 7) die einfaehen Grund- 
formeln: 

?'=«! + \ log X und y"=a2 + b^ log x 

aufzustellen und zu summiren. Sie gaben dann: 

y'+ y"= (a^ + a^) + (b^ + b^) • log x 

oder, weil y'+ y''= y ist, und a^ -f- Og = a sowie 6i + 62 =^ ^ gesetzt 
werden konnen: 

y = a -f- ^ • log X' 

Auch diese Formel konnte direct aufgestellt werden, sobald^ was ja 
hier vorausgesetzt werden muss, die y-Reihe wenn auch nur angenahert 
eine arithmetische Reihe ist. 

b) Es ist T^nn moglich die Reihe: 

Vu y^7 Vs, ••• Vn 

in eine arithmetische Reihe erster Ordnung und in eine geometrische Reihe 
zu zerlegen. Sind: 

Viy y/. y^7 '" Vn 

und 

^ // ff ft // 

j^i > yg . % . • • • y- 

beziehlich diese Reihen, ao hat man vor Allem die Bedingung: 
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Vi + yi'^Vu y2 + y%=y%y y^ + y^'^^y^ 

UDd allgemein: 

Ware d die constante Differenz der arithmetischen — ferner e 
der Exponent der geometrischen Reihe, so ist bekanntlich (siehe Seite 170, 
dann 173) das allgemeine GHed: 

der arithmetischen Reihe: yn = yl + (w — 1) • ^, 
der geofnetrischen Reibe: y«"= y/'- c*~* 
und die Samme beider Gleichungen: 

»,'+ y."= y,'+ (n - 1) . d + y/'- e-^. 
Schreibt man, was ja obiger Bedingung entspricht, y« statt y»'+ y«", 
so wird: 

yn = y/+ (w — 1) • d + y/'- e'*-^ 
Man gelangt jetzt zu einer moglicberweise iiberschiissigen Anzahl 
von Bedingungsgleichungen fQr die Bestimmungsstucke (y/, d sowie 
y/', e) der beiden fraglicben Reihen, wenn man in der zuletzt erhal- 
tenen Gleichung fiir n der Reihe nach die Zahlenwerthe 1, 2, 3 etc. 
bis n setzi £s wird namlich: 

furn = l, y, =yi'+y,", 

„ n = 2, y^ = y/+ rf + ^1"' ^; 

;; « = 3, y3 = yi'+2d+y/'.e% 

;; w = 4, y4 = yi'+3d + y/'-c*, 



„ w = n, y«=yi'+(w — l)d + yr-e»-^ 

Von diesen Bedingungsgleichungen geniigen vier, um die vier Un- 
bekannten (y/, d, y^" und e) berechnen zu konnen, die fibrigen aber 
dienen dazu, zu erproben, ob auch fiir sie die zuvor berechneten Werthe 
der Unbekannten (wenigstens angenahert) noch Geltung besitzen, was 
der Fall sein muss, wenn die zwei Reihen von genannten Eigenschaften 
die zu zerlegende Reihe (wenigstens angenahert) zur Summe haben 
sollen. 

Lost man die ersten vier der obigen Gleichungen fiir die in ihnen 
enthaltenen Unbekannten auf, was durch eine zweckmassige Combina- 
tion der Gleichungen ohne Schwierigkeit geschehen kann^ so warden 
folgende Werthe erhalten: 

,_ y.-2y.+ ,j^ Oder allgemein e =^ ^^i^--^^^^^- > 



y 



'f_ 2/3 — ^yj + yi ^ (i/a — 2y» + yi)' 

«— 1 (2/4 — ^2/3 + 3^8 — yi)' 



1 
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wo der Einfachheit wegen in y^ und d die bereits bekannten Werthe 
von j/i" und e erscheinen. 

Zeigt sichy dass die yorstehenden Werthe der Unbekannten fiir 
die fiberschiissigen Gleichungen nicht mehr giltig sind; was man scbon 
bei e unter Benutznng der allgemeinen Formel versuchen kann^ so ist 
die gewUnschte Zerlegung der gegebenen Beihe wenigstens genau nicht 
moglich. Man kann dann nach der fUr e oben angegebenen allge- 
meinen Formel^ wenn man aufeiuanderfolgend sammtliche Glieder der 
gegebenen Beihe benGtzt, eine Beihe dififerirender Werthe von e be- 
rechnen and wenn sie nicht allzusehr von einander abweichend sind^ 
das arithmetische Mittel davon nehmen. 

Beispkl, Es soil die Beihe: 

wenn moglich in eine arithmetische Beihe erster Ordnung und in eine 
geometrische Beihe zerlegt werden. 

Man wird zunachst den Exponenten e der geometrischen Beihe 
berechnen und zwar unter successiver Berucksichtigung sammtlicher 
Glieder der gegebenen Beihe nach der Formel: 

um darUber Aufschluss zu erhalten, ob die Aufgabe losbar ist. 

Nachdem der kleinste vorkommende Zeiger in den y Eins — der 
grosste sechs ist, so kann m — 2 nicht kleiner als 1 uud w + 1 
nicht grosser als 6 , folglich m nicht kleiner als* 3 und nicht grosser 
als 5 werden. Es wird nun fiir: 

' . ys-^y%+yi ' 

' 2/4- 22/8 +2/j ' 

^ = 5, e=?«— ^^^^ = 2. 

' y^ — ^y^ + ys 

Da mit Biicksicht auf sammtliche Glieder der gegebenen Beihe 
immer der namliche Werth von e resultirt, so ist mit Berechtigung 
eine genaue Losung der Aufgabe zu erhoffen. Es wird nun weiter: 

dann: 
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endlich: 

^ = yi-yi - y" • « = 3. 

Die beiden fraglichen Keihen lauten nun: 

y.' = 4, y,' = 7, y,'-10, y;-13, y/ = 16, %' = 19, 
y."-3, y,"=6, y."=12, y4"=24, y5"=48, y^''^ 96 

nnd geben thatsachlich zar Samme die gegebene Reihe: 

yi = 7, ^2 = 13, ^3 = 22, ^4 = 37, 5/5 = 64, yg = 115. 

Warden die gemeinsam zu den aufeinander folgenden Werthen 
von y, von y' und von y" gehorigen Werthe des x eine arithmetisdie 
Reihe bilden^ so hatte man zufolge der beiden soeben aufgefuudenen 
Reilien auf Grund der Seite 147 und 154 angefuhrten Gesetze 3) be- 
ziehungsweise 6) die einfachen Grundformein: 

y'=5 a^ + b^x respective y"= 10^"»+*»*> 

aufzustellen und zu summiren. Sie gaben dann: 

y+ y"= a^ + h,x + W^+^'y 

« 

oder, weil y'+y"=y ist: 

y = a^ + biX + 10'««+*»'>, 

wo die Constanten a^ und by sich nach den auf Seite 148 angegebenen 
und fdr den vorliegenden Fall beziiglich der Buchstaben modificirten 
Formeln: 

<^i=yi— s^i und 6i= ^- 

aus dem ersten Glied y/ der y'-Reihe^ dem zugehorigen x namlicha;^ 
der constanten Diflferenz d der y'- Reihe und jener d der ^- Reihe ergeben. 
Die Constanten o^ und b^ hingegen ergeben sich nach den aaf 
Seite 156 angegebenen und fiir den vorliegenden Fall beztlglich der 
Buchstaben modificirten Formeln: 

«2 = log y/'— > • log e und b^ = -^ ^- 

aus dem ersten Glied y^' der y^-Reihe^ dem zugehorigen x namlich x^j 
dem Exponenten e der y''- Reihe und der Differenz 8 der rc-Reihe. 

WQrde die gegebene y- Reihe nur annahemd richtig in die zwei 
gewQnschten Reihen zerlegbar gewesen sein^ so waren die ConstaDten 
a^ und by nach den auf Seite 32 angegebenen Normalgleichungen aus 
den abgeleiteten Werthepaaren: 



zu berechnen. 



Xy ix^ j x^ 

yi' \yi' Ivi 



«4 



y* 



y 



II 
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Von den Gonstanten a^ und b^ hingegen erhielte man aus den 
oben angegebenen Formeln nur Naherungswerthe, welche naeh dem 
auf Seite 156 angegebenen Verfahren, auf Grund der abgeleiteten 
Werthepaare: 



«l 


j»» 


«J 


«4 


Ur 


."' 


«> 


>f> 


„>■'• 


1 " 


Vi 


1^2 


[Vi 


ly* 


ly» 



successive zu verbessern waren. 

Noch weiter verbessert konnten gleichmtig sammtliche Constante 
(a^, hi und a^, h^) werden, wenn man die auf die eben ' besprocheue 
Art erbaltenen Werthe derselben nicht als Werthe der Gonstanten der 
einfacben Grundformein: 

y'= ai + h^x und y"= 10('»*+*«*), 

sondern als Naherungswerthe der Gonstanten der durcb Combination von 
einfaphen Grundformein zu Stande gekommenen Formel: 

betrachtet nnd als solehe auf Grund der urspriinglich gegebenen Yer- 

suchs werthepaare : 

t t t I / 

X, 



{ 



«1 


«2 1 


«s 


ar^ 


f 


> 


> 


7 


Vi 


\yi 


Ij/s 


Vi 



Vn 

nach dem anf Seite 117 etc. ganz allgemein beschriebenen Verfahren 
successive verbessert. 

Die erforderlichen Werthe der Differenzialquotienten fande man 
jeweilig dort, wo jene einfachen Grundformein besprochen werden, 
welche in der combinirten Formel erscheinen. 

Dieses ausserst mtihsame Verfahren ware wohl nur dann zur An- 
wendung zu bringen, wenn die einfacheren Mittel versagen. 

Wiirden die gemeinsam zu den aufeinander folgenden Werthen 
von y, von y' und von y" gehorigen Werthe des x eine geometrischc 
Reihe bilden, so hatte man zufolge der beiden aufgefundenen Beihen 
(namlich der y'- und y"- Reihe) auf Grund der Seite 170 und 172 an- 
gefiihrten Gesetze 7) resp. 8) die einfachen Grundformein: 
y'= aj + hi log X respective y"= I0(«*+&2iog:r) 
aufzustellen und zu summiren. Sie gaben dann: 

y+ y"= ai + 6^ log x + IO'^^+'^^^^b') 
oder, well y'-\-y"=y ist: 

y = Oi + 6^ log a; + 10^««+*»^«8*>, 

wo die Gonstanten a^ und h^ sich nach den auf Seite 170 angegebenen 
und fUr den vorliegenden Fall beztiglich der Buchstaben modificirten 
Formeln: 

Steinhaaser, eiupiriache Formeln. 16 
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«i = yi'+i7rT-loga;i und h, 



logg o 1 ^ logq 

aus dem ersten Glied y^ der y'-'Reihe, dem zugeborigen x namlich x^, 
der constanten Differenz d der y'-Beihe und dem Exponenten q der 
X'Reihe ergeben. 

Die Constanten a^ und b^ hingegen ergeben sich nach den auf 
Seite 173 angegebenen und fiir den vorliegenden Fall bcziiglich der 
Buchstaben modificirten Formeln: 

logg.logy--loge.log:r, ^^ 6, = i^ 
2 log 2 2 iogg 

aus dem ersten Glied y" der y"-Reihe, dem zugehorigen x namUch re, 
und den Exponenten e und q der y"- beziebungsweise a;-Reihe. 

Wiirde die gegebene j/-Beibe nur annahemd richtig in die zwei 
gewunscbten Reihen zerlegbar gewesen sein^ so waren die Constanten 
a^ und b^ nacb den 'ersten zwei der auf Seite 172 angefiihrten Normal- 
gleichungen aus den abgeleiteten Werthepaaren: 



pi ^ {x^ 



«s 


«4 


Xn 


/» 


,' •■• 




Vs 


iVi 


ly» 



zu berechnen. 

Yon den Constanten a^ und b^ bingegen erbielte man aus den 
oben angegebenen Formeln nur Naherungswerthe, welcbe nach dem 
auf Seite 175 angegebenen Verfahren auf Grand der abgeleiteten 
Werthepaare: 

X^ X^ Xn 



Xi I X2 



lys 12/4 Vn 



successive zu yerbessern waren. 

Noch weiter verbessert kbnnten gleichjgeitig sammtlicbe Constante 
(a,; bi und a^, b^) werden, wenn man die auf die eben besprochene 
Art erhaltenen Werthe derselben nicht als Werthe der Constanten der 
einfachen Grundformeln: 

y'c= a^ + bi log X und y"= 10(«»+*»i*>8*), 

sondern als Naherungswerthe der Constanten der durch Combination 
von einfachen Grundformeln zu Stande gekommenen Formel: 

y = a^ + 61 log re + 10(«»+*»^«»8*> 

betrachtet und als solche auf Grund der gegebenen Versuchswerthe- 



paare: 








■ 


f^i J 

[yi 


X2 X^ X^ 
1^2 1^3 ^4 


0D„ 

• 


nach dem auf Seite 117 ganz allgemein 


beschriebenen Verfahren 


successive verbesser 


t. 
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Die erforderlichen Werthe der Differenzialquotieuten fande man 
jeweilig wieder dort, wo jene einfacheu Grundformeln besprochen wurden, 
welche in der combinirten Formel erscheinen. 

Nach den bezUglich der Zerlegung der y-Reihe im Punkte b) erfolgten 
weitlaufigen Auseinandersetzungen konnen die folgenden Punkte kiirzer 
abgehandelt werden^ da in denselben keine principiellen Aenderungen 
eintreten, also ganz analoge Erorterangen gepflogen werden miissten. 

c) Es ist^ wenn moglich; die Reihe: 

J/u ^2; ya; • • • Vn 

^ 

in ewei geometrische Reihen za zerlegen. 
Sind: 

Vii y%y Vzy '- Vn 



and 



ff ti // ft 



beziiglich diese Reihen, so hat man vor AUem die Bedingung: 

yi+yC= Vu y^+ y^'= y^? y^+ ^3"= ys^ • • • y»'+ y«"= »«. 

Ware e^ der Exponent der ersten, — ferner Cg der der zweiten geo- 

metrischen Reihe, so ist bekanntlich (siehe Seite 155) das allgemeine 

Glied: 

der ersten geometrischen Reihe y/ =« y/^J^S 

der zweiten „ „ y„"= y^'e""-^ , 

und die Summe dieser Werthe: 

Schreibt man, was ja obiger Bedingung entspricht, y„ statt y«' + y^' , 
so wird: 

y» = yi^r'^ + y/ V • 

Man gelangt jetzt zu einer moglicherweise iiberschiissigen Anzahl 
von Bedingungsgleichungen fiir die Bestimmungsstiicke (y/, e^ und 
Vi' 9 ^2) ^^^ beiden fraglichen Reihen, wenn man in der zuletzt erhaltenen 
Gleichung fQr n der Reihe nach die Zahlenwerthe 1, 2, 3 etc. bis n 
setzt. Es wird namlich: 

fur w = l, yi=y/+yi", 

;; W=2, y2=yiVi+y/'C2, 

;, n = 3, y^ = yle^ + y^'e^, 
„ n = 4, y^ = y,'e^^ + y/'e/, 



„ w = w, yn = y/ep^ + y/'e^-^ 

Yon diesen Bedingungsgleichungen geniigen vier, um die vier Un- 
bekannten (y/, e^y y/' und e^ berechnen zu konnen, die iibrigen aber 
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(lienen da^u, zu erproben, ob auch fiii* sie die zuvor berechneten Werthe 
der Unbekannten (wenigstens angenahert) noch Geltung besitzen, was 
der Fall sein muss^ wenn die zwei Reihen yob geDannter Eigenscbaft 
die zu zerlegende Reihe (wenigstens angeDahert) zur Summe haben 
soUen. 

Lost man die ersten vier der obigen GleichuDgen fQr die in ihoen 
enthaltenen Unbekannten auf^ was durch eine zweckmassige Combi- 
nation der Gleichungen ohne Schwierigkeit geschehen kann, so werden 
folgende Werthe erhalten: 

^«= 2(y^y3-y,') ' [(yiy4-y2y8)+V(yiy4— y^ys)"— 4(yiy8--y2')(y2y4--ys*)l 

" Vi — y\*\ ' 

Vi == * _ ' = yi - yi , 

WO der Einfachheit wegen in y/ und y" die bereits bekannten Werthe 
Yon 6} und e^ erscheinen. 

Beispid. Es soil die Reihe: 

yi = 7, y, = 18, y8 = 48, j/^ = 132, ys = 372, y^ = \m 

wenn moglich, in zwei geometrische Reihen zerlegt werden. 

Man wird zunachst die Exponenten e^ und e^ der beiden frag- 
lichen Reihen aus den obigen Formeln berechnen. Es wird: 

'^- 2(7- x48-i8xi8 -) [7 X 132 - 18 X48 - 
-V(7xl32—18x48)«-4(7x48—18xl8)x(18xl32— 48x48)1=2 



&= 



[7x132—18x48 + 



'* 2(7x48— 18 ><; 18) 

+l/(7xl32'^18x48y— 4(7x48-18xl8)xCl8xiy2=48x48)l=^ 
Mit Hilfe dieser Werthe werden nun weiter: 

, 7x8 — 18 Q J « 18 — 7x2 . 
y^ 8112 3 °°^ y« 3^:12— =='*• 

Es lauten daher die beiden fraglichen Reihen: 

yi'=-3, y,'= 6, y5'=.12, y/ = 24, y,' = 48, y/ = 96,- 
y/'=4, y,"=12, y/'-Se, y/'- 108, y5"=324, yj"=972,- 

und haben dieselben thatsachlich zur Summe die-gegebene Reihe: 

yi = 7; y2-18, y3 = 48, y,-132, y5 = 372, y^ = 1068. 

Es muss sich hierbei in den vier ersten Gliedern nothwendig die 
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UebereiDstimmung ergeben, da die Bestimmungsstiicke der fraglichen 
Reihen aus den Werthen der ersten vier Glieder der gegebenen Reihe 
bereclinet worden sind. 

Dass sich aber die Uebereinstimmung auch auf die weiteren Glieder 
erstreckt^ beweist^ dass die gegebene Reihe genau in zwei geometrische 
Reihen zerlegt werden kann. 

Wilrde man anstatt aus den Gliedern (jf^y y^, y^ und y^ aus den 
Gliedern (y,, yg, y^ und y^) oder (^3, y^, y^ und y^ die Exponenten 
(ej, und Cg) sowie die ersten Glieder (y^' und y^") der aufzustellenden 
geometrischen Reihen berechnen woUen, so hatte man nur in den 
entsprechenden der obigen Formeln die betreffenden Zeiger um einCy 
beziiglich zwei Einheiten zu erhohen. 

Man kbnnte daher, sofem die Zerlegung nicht genau moglich ist, 
fur jedes der Bestimmungsstiicke verschiedene Werthe erhalten und 
das Mittel aus letzteren nehmen, wenn sich nicht allzu grosse Unter- 
schiede ergaben. 

Wtirden die gemeinsam zu de^ aufeinander folgenden Werthen 
von y, von y' und von y" gehorigen Werthe des x eine anthmetische 
Reihe bilden^ so hatte man mit Bezug auf die beiden soeben auf- 
gefundenen Reihen auf Grund des Seite 154 angefQhrten Gesetzes 6) 
die einfachen Grundformeln: 

y'= lO<«i+*««> und y"= 10(^+*»»> 
aufzustellen und zu summiren. Sie gaben dann: 

y'4- y"= 10(«x+«'i*) + 10<««+*«*>, 
oder, weil y''\-y"^=y ist: 

WO sich die Constanten a^ und 6^, eventuell Naherungswerthe derselben, 
aus den auf Seite 155 angegebenen und fdr den vorliegenden Fall be- 
ziiglich der Buchstaben modificirten Formeln: 

«i = log y/ — ^ log e, und \ = -^ , 

ebenso auch die Constanten a^ und b^ wie folgt ergeben: 

a^ = logy/'— ^ log eg und 62 = -^. 

Hierin ist d die Differenz der von den x gebildeten arithmetischen 
Reihe. 

WUrden die gemeinsam zu den aufeinander folgenden Werthen 
von y, von y' uud von y" geh5rigen Werthe des x hiugegen eine 
geometrische Reihe bilden, so hatte man mit Bezug auf die beiden auf- 
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gefundenen Beihen (namlich der y'- und j/''-Reihe) auf Grand des 
Seite 172 angefdhrten Gesetzes 8) die einfachen Grandfonneln: 

y' = 10(«i+*»^°»*) und y" ™ 10<*^ +*«**'«'> 

aufzustellen und zu summiren. Sie gaben dans: 

Oder, weil y' + y" = y ist: 

WO die Constanten a^ und b^, eventuell Naherungswerthe derselben^ sich 

aus den auf Seite 173 angegebenen und fdr den vorliegenden Fall be- 

ziiglich der Buchstaben modificirten Formeln: 

log g log y/~ lege, log rr, ^^^ j lege, 
1 log g » log q ' 

ebenso auch die Constanten a^ und b^ wie folgt ergeben: 

log g log y/;- log e, log a:, ^^jj logj^. 
* log 2 ' log q 

Hierin ist mit q der Exponent der von den x gebildeten geome- 
trischen Reihe bezeichnet. Auch bier konnen glekiheeitig die Con- 
stanten der Form el: 

y ss lO^^i + *i ^®8 *) + 10^*^ "** ** ^^^ *^ 

nach dem auf Seite 117 beschriebenen Verfahren verbessert werden, 
wenn sie, weil die gegebene Reihe nicht genau zerlegt werden konnte, 
nur Naherungswerthe sind. 

d) Es ist, wenn moglicfa, die Reihe: 

Vi) Vi) Vsj •••!/*» 
in eine arithmetische Beihe erster und in eine solche eweiter Ordnung zu 
zerlegen. 
Sind: 

yi> Vi, y^y '" Vn 



und 



fr tf ff ff 

Vi y y^ } y^ } ' ' • yn 



bezUglich diese Reihen, so hat man vor Allem die Bedingung: 

y/ + yi' = yi > y^ + y%' = y^y y^ + yi' = ysy . . • yn + y*" =y». 

Ware d die constante DiflFerenz der ersten Reihe, ferner bezflglich 
der eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung bildenden zweiten Beihe, 
a^ das erste Glied der ersten Dififerenzreihe, endlich d die constante 
Differenz derselben, so ist bekauntlich nach den Seiten 148, dann 151 
das allgemeine Glied der arithmetischen Reihe erster Ordnung: 

yn =yi +(n — i)d, 

das der arithmetischen Reihe zweiter Ordnung: 
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Vn =yi + (n - 1) a, H j^g -' • S, 

uiid die Summe dieser beiden Werthe: 

y-' +y." = yi' + (» - !)•<? + y." 4- (« - i) «i + ^^^^^^rr^^ • * • 

Schreibt man, was obiger Bedingung entspricht: 

yn statt yn + Vn' , 
so wird: 

y, = y; + (n-l)c? + yr + (n-l)«,+ ^"~l\^;~'^ "^- 

Aus dieser Gleichung Jconnten die Bedingungsgleichungen fiir die 
Bedingungsstiicke (y^', d, y^", a^ und tf) der beiden zu suchenden 
Reihen in bereits bekannter Weise aufgestellt werden. 

Da aber, weil y/ + y/' = y^ ist, auch: 

namlich gleich dem ftf^ Gliede einer arithmetischen Reihe zweiter Ord- 
nung wird, welche mit dem Gliede y^ beginnt, wahrend ihre erste 
DifFerenzreihe mit {a^ -{~ ^) beginnt und mit der constanten Differenz S 
fortschreitet, so folgt, dass, sobald die gewtinschte Zerlegung der y-Reihe 
(eventuell annahernd) moglich sein soil, sie selbst (eventaell annahernd) 
eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung sein muss. 

Ist sie aber dies, so entspricht dann dem Falle bekanntlich nacb 
Seite 151 die einfache Gruudformel: 

y = A+ Bx + Cx\ 

oder nach Seite 178 die einfache Grundformel: 

/ 

y = -4 + 51oga? + C log^ a;, 

je nachdem namlich die zu den y gehorigen x nach einer arithme- 
tischen beziehungs weise geometrischen Reihe fortschreiten. Dass man 
auf Grund der zuletzt durchgefOhrten Zerlegung der y-Reihe zu diesen 
Formeln gelangt, folgt auch daraus, dass, sobald: 

y' = «! + ft^a: und y" = a^ + 62^ + ^2^ 
sind, 

y+y" = y = A + Bx + Cx\ 

oder sobald: 

y' = «! + bi log a; und y" = Og + b^ log a? + Cg log^ x 
sind, 

y' -{- y" = y = ^ -{- 5 log X -\- C log* X 

wird, wobei 

«! + «2 = -4. , fej + 62 ==* -^ "J^d ^2 = ^ 
gesetzt wurden. 



J 
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e) Es ist, wenn moglicfa; die Reihe J/o ^2; Vsi • - - Vn ^^ ^^^^ arUh- 
metische Eeihe zweiter Ordnung und in eine geometrische Beihe zu zer- 
legen. Sind: 

Viy Vi, Vzy '" Vn 

und 

/' ft tf rr 

beziehlich diesc Reihen^ so hat man vor AUem die Bedingong: 

Vi + Vi = Vi y Vt + Vi' = ^2; y/ + ys" = ys; • • • y* + y«" =y». 

Ware S die constante Differenz der ersten Dififerenzreibe, Oj deren 
erstes Glied, e der Exponent der geometrischen Reihe^ welche mit y/' 
beginnt^ endlich y^' das erste Glied der arithmetischen Reihe (erster 
Ordnung), so ist bekanntlich nach Seite 151, dann 155 das allgemeine 
Glied der arithmetischen Reihe zweiter Ordnung: 

yn =yi +(n- 1) a, + ^ f^ -^ . d, 

das der geometrischen Reihe: 

mid die Summe dieser beiden Werthe: 

Schreibt man, was obiger Bedingung entspricht, y„ statt y,' + y»" 
so wird: 

y« = yi + (w - 1) «! + ' — ~\ — - • * + yi c»-^ 

Man gelaugt jetzt zu einer moglicherweise uberschussigen AnzaU 
von Bedingungsgleichungen fur die Bestimmungsstficke (y/ a^, i 
und f/i'y e) der beiden fraglichen Reihen, wenn man in der zuletzt 
erhaltenen Gleichung fiir n der Reihe nach die Zahlenwerthe 1, 2, 3 etc 
bis n setzt. Es wird namlich: 

far w= 1, .yi = yi' + yi" 

„ n = 2, y, — y/, + a, + y/' • e 

,; w = 3, ^3 = y/ + 2a, + d + y/' • e^ 

„ n = 4, y4 = yi' + 3o, + 3d + y/'.e« 

„ w = 5, y, = y/ + 4ai + 6(J + y/'.e* 



„ n = n, yn = y/ + (n>-l)a, + ^^~f/;- g>.d+y,V'^ 

Von diesen Bedingungsgleichungen genugen fiinf, urn die fuof 
Unbekannten (y^', a,, d, y/' und e) berechnen zu konnen, die ubrigen 
dienen dazu, zu erproben, ob auch ffir sie die zuvor berechneten Werthe 
der Unbekannten (wenigstens angenahert) noch Geltung besitzen, was der 
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Fall sein muss, wenn die zwei Reihen von den genannten Eigenschafteu 
die zu zerlegende Reihe (wenigstens angenabert) zur Summe haben soUen. 
Lost man die ersten fUnf der obigen Gleichungen fUr die in ihnen 
enthaltenen Unbekannten auf^ was durch eine zweckmassige Combina- 
tion der Gleichungen ohne Schwierigkeit gescheben kann^ so werden 
folgende Werthe erhalten: ^ 



allgemein: 



y* — 3^8 + syj— yi' 



femer: 



♦i "= Va — ^V ^ + 3y, —y, 

* =y8-2y, + y,-y/'(6-l)% 

wo der Einfachheit wegen bei y/', y^', a^ und d bereits bekannte 
Werthe erscheinen. 

Beispid, Es soil die Reihe: 

yi = 7, y»=15, y3 = 28, y4«=49, y5 = 84, y^ — 145, 
wenn moglich, in eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung und eine 
geometrische Reihe zerlegt werden. 

Man wird zunachst den Exponenten e der geometrischen Reihe 
berechnen. Er wird: 

^ 84 — 147 + 84—16 _ ^ 
^ 49 — 84 + 46 — 7 ~ "^ • 

Mit Hilfe desselben werden: 

,, 49 — 8 4 + 45 — 7 __ .. 

Vi — (2"— 1)3 — ^ 7 

y/=7-3 = 4, ai = 15- 7 — 3(2- 1) = 5, 
S = 28 - 30 + 7 — 3 (2 - 1)« = 2, 
Es lauten daher die beiden fraglichen Reihen: 

y/^4, y,' = 9, y,'=ie, y; = 25, y,' = 36, y6' = 49, 

wo a, = 5 , ^2 = 7, % = 9 , a4 = 1 1 , ag = 13 , 

d = 2, d = 2, * = 2, * = 2, 
sind, und 

yi"=3, y,"=6, ys"=12, ^,"=24, y5"=48, ye"-= 96. 

Sie haben thatsacblicli zur Summe die gegebene Reihe: 

yi = 7, y, = 15, ys = 28, y^ = 4:9, yj = 84, y8 = 145. 
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Es mtiss sich hierbei in den ersten fQnf Gliedern notbwendig die 
Uebereinstimmung ergebeu, da die BestimmungsstQcke der fraglichen 
Reihen aus den Werthen der ersten ftLnf Glieder der gegebenen Beihe 
berechnet worden sind. 

Dass sich aber die Uebereinstimmung auch auf das sechste Glied 
erstreckt, beweist, da«s die gegebene Reihe genan in die zwei ge- 
wUnschten Reihen zerlegt werden kann. 

WtLrde man anstatt aus den Gliedern (y^, y^^ y^y y^ und ^5) aus 
den Gliedern (y^, y^^ y^y y^ und y^ den Ekponenten e, sowie die 
ilbrigen Bestimmungsstucke der aufzustellenden Reihen berechnen woUen, 
so hatte man nur in den entsprechenden der obigen Formeln die be- 
treffenden Zeiger um eine Einheit zn erhohen. 

Man konnte daher, sofem die Zerlegung nicht genau moglich ist, 
fiir jedes der Bestimmungsstiicke verschiedene Werthe erhalten und 
das Mittel aus letzteren nehmen, wenn sich nicht allzu grosse Unter- 
schiede ergaben. 

Wiirden die gemeinsam zu den aufeinander folgenden Werihen 
von y, von y' und von y" gehorigen Werthe des x eine arithnietisdie 
Reihe bilden, welche mit der constanten Differenz d fortscfareitet, so 
hatte man mit Bezug auf die beiden frtiher aufgefundenen Reihen auf 
Grund der Seite 150 und 154 angefiihrten Gesetze 4) resp. 6) die ein- 
fachen Grundformein: 

y' = A + Bx + Cx^ resp. y" — Wa+tiogx) 

aufzustellen und zu summiren. Sie gaben dann: 

y +y' = A + Bx + Cx^ + 10(<'+*»o«*), 
oder, weil y' '^' y" =^ y ist: 

y^A + Bx+C3^+ 10(a + 61ogx)^ 

wo die Constanten A, B und C eventuell Naherungswerthe derselben 
sich nach Seite 151 offenbar aus folgenden Formeln : 

A , (a^ S 9 \ 

A 
'2d* 

ergeben. Die Constanten a und 6, eventuell Naherungswerthe der- 
selben sind aber aus den auf Seite 155 angefUhrten Formelni 

a = logy/'--|loge und 6 = ^-^ 

zu berechnen. Wiirden die gemeinsam zu den aufeinander folgenden 
Werthen von y, von y' und von y" gehorigen Werthe des x hingegen eine 
geometrische Reihe bilden, welche mit dem Exponenten q fortschreitet^ 



a?i, 



^ = fe-^-i-«)-^^ 
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so hatte man mit Bezug auf die beiden friiher aufgefundenen Reihen 
(namlich der y' und y"-Reihe) auf Grund der Seite 178 und 172 an- 
gefufarten Gesetze 9) und 8) die einfachen Grundformeln: 

y' = ^ + J51oga: + Clog*a; und y" = lO^^+^iogor) 

aufzastellen und zu summiren. Sie gaben dann: 

y' + y" = ^ + Blogx + C\og^x + 10(«+*i°«*), 
oder, weil y' + y" = y ist: 

y = A + B\ogx + Clog* a; + 10(«+*-i'>8*), 

wo die Constanten A^ B und C eventuell Naherungswerthe derselben 
sich nacb den auf Seite 178 angefuhrten Formeln: 

-^ = \yi "T 2 log 2 log g •" 2 log« 2 / ' 

Vlofftf 2 loff a loff*a / 



and 



C 



Jog 2 2 log 2 log*g 

d 



2 log' jf 

ergeben. 

Die Constanten a und h eventuell Naherungswerthe derselben sind 
aber aus den auf Seite 173 angefiihrten und fUr den vorliegenden 
Fall beziiglich der Buchstaben modificirten Formeln: ' 

a = logglogyi'' — loggloga?! m^j J = ^ 

log 2 log 2 

zu berechnen. 

f) Es ist^ wenn moglich, die Reihe y^y y^^ y^, -'-yn iJi ^tvei 
arithmetische Beihen zweiter Ordnung zu zerlegen. 

Aus dem Umstande; dass die Summe der allgemeinen Glieder: 

/ f , / -i \ , (n — 1) (w — 2) «. 
Vn = yi + (W - 1) Oi + ' j^^ ''d, 

und 

ff " I / 1 \ I (w — 1) (n — 2) ^ 
Vn = yi + (n - 1) Og + ^ ^ '- . d^ 

der zu suchenden Reihen, das ist: 

y; + y/'=y/ + yr + (n-i)a, + (n-i)a, + ^-^^^^ 

(n-l)(n-2) . 
+ 172 ^*' 

oder, wenn 

yn + Vn = y»; y/ + y/' = yi , a^ + aa = a und d^ + ^2 = d 
gesetzt werden: 

I / 1 \ , (n — 1) (n — 2) ^ 

y» = yi + (w - 1) » + ^^ — iT^ — - • * 

wird, diese Summe mithin das n^ Glied einer arithmetischen Reihe 
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zweiter Ordnung darstellt^ (deren erstes Glied y^ ist, deren ersteDiffereM- 
reihe mit a beginnt und mit der constanten Differenz d fortschreitet), 
kann geschlossen werden, dass die ursprUnglich gegebene y-Reihe, so- 
bald sie sich in gewiinschter Weise zerlegen lasst, selbst eine arith- 
metische Beihe zweiter Ordnung sein muss. Dann aber entspricht dem 
vorliegenden Falle bekanntlich nach Seite 151 die einfache Grundformel: 

y^A + Bx + Ca?, 
oder nach Seite 178 die einfache Grundformel: 

y =* -4 + Blogx + Clo^x, 
je nachdem namlich die zu den y gehorigen x nach einer ariffhrneti- 
schen beziehungsweise geometriscJien Reihe fortschreiten. 

Dass man auf Grund der zuletzt durchgefahrten Zerlegang der 
y- Reihe zu diesen Formeln gelangt, folgt auch daraus^ dass sobald: 

sind: 

y' + y" ^y == A + Bx + Ca^y 
oder sobald: 

y' = ^1 + ^1 ^ogx + Ci log* a; und y" = «2 + h^logx + c^lo^x 

sind: 

y' + y" = y = A + B log re + Clog«a: 

wird, wobei aj + a^ = -4, bi -}- bi ^'^^ B und c^ + c^ = C gesetzt 
wurden. 

Es konnten jetzt noch mehrere Falle von Zerleguugen der y-Reihe 
besprochen werden, wenn auch solche Reihen Berdcksichtigung finden, 
deren erste Differenzreihe eine geometrische ist. 

Nachdem aber der Vorgang hierbei ganz analog dem bisher 
beobachteten ist^ tiberdies keine besonderen Schwierigkeiten auftretes, 
so moge hievon Umgang genommen werden bis auf jenen Fall, der 
schon bei der Erwahnung der Biof schen Formel angedeutet werden 
ist. Derselbe folgt nun: 

g) Es ist, wenn moglich, die Reihe y^, y^j y^, ... y» in gwei Beihm 
zu zerlegen, deren erste Differenzreihen geometrische Eethen sind. Sind: 

Vi 7 p2) tfsf • • • y» 
und 

Vi } y2 7 Vs f • • • y* 

diese beiden Reihen, so hat man vor AUem die Bedingung: 

yi+yi' = yi, y2+y2'=y27 y^ + yz'=yz7 ... yn'+y»"==y« 

Sind beziehlich a^ und a, die ersten Glieder der Differenzreihen, 
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e^ und e^ die Eitponenten, nacli denen diese Reihen fortschreiten, so ist 
bekanntlich nach Seite 215 das allgemeine Glied: 



der ersten zu suchenden Reihe y/ = y/ + ^i 



„ zweiten „ 



w 



w 






8 



ep^ - 1 

c, — 1 ' 



and die Summe dieser beiden Werthe: 



— 1 



+ «s 



.r^ - 1 



Cj — 1 * * c, — 1 

Schreibt man, was obiger Bedingung entspricht, tfn statt t/n + y^ '; 
so wird: g«-i _ ^ ^n-i _ ^ 

y« = y/ + y/' + «i • \^_^ + »8 • 'e,->i • 

Man gelangt jetzt zu einer moglicherweise tLberschilssigen Anzahl 
Yon Bedingongsgleichungen fiir die Bestimmungssttlcke (y/^ a^, e^ 
und y,'\ a,, e,) beider fraglichen Reihen, wenn man in der zuletzt 
erhaltenen Gleichung fur n der Reihe nach die Zahlenwerthe 1, 2, 3 . , . 
bis n setzt. Es wird namlich: 



far n = 1 , 
„ n = 2, 

„ w=3, 
n-4, 
w = 5, 

„ w — 6, 



yi = y/ + yi __ 

y^ = y/ + yr + «i • 7-^ 



e, — 



ff 



)} 



y* == y/ + yr + «i • 
y6 = yi' + y" + «i 
y« = Vi + y/' + «i 



e»- 



« « 



«! — 



«1 — 



«i - 



+ (h 



e. - 1' 






+ 02 



<,» — 1 






„ n=-n, 



e?-* - 1 



er"*- 1 



y« = y/ + y" + "i • *^ _t + «2 • \_t • 

Zieht man je zwei aufeinander folgende Gleichungen von einander ab, 
so gelangt ma,n zu den folgenden wesentlich einfacheren Gleichungen: 

yj — yi = Oi +<h 

ys— y» = «!«!+ «8«8 

y4 — ys*=«iCi*+OiC2* 

ys — y4 = Oiei'+o,c»' 



von denen die ersten vier zur Berechnung der vier Unbekannten 
(a^, Og, Ci, e^) vollkommen ausreicfaen wQrden. 
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Vergleicht man diese Gleichungen aber mit jenen auf Seiie 243, 
80 zeigt sich eine voile UebereinstimmuDg, wenn dort statt: 

yi7 y%y yz7 y4, etc. 

beziehungsweise : 

(jf2 — yi)7 (y$-'yi)> {yi-y^, (ys — y^ etc., 

uberdies statt y/ und y/' beziehungsweise a^ und Og geschrieben wird. 
Man kann daher die Werthe der Unbekannten von Seite 244 
hier beniitzen^ wenn man nur die entsprechenden Substitutionen vor- 
nimmt. Es wird dann: 

- Vidfi — Vi) hf'o - yd - (ys — yJWtr^-y^^ 

'^ = 2[(y.-y.)(y.-y.)-(y.-y.) ^-' ^(y^-yO(y^-y*)-(y^-yd(y- y>)^+ 

+ V[(y* - yO (ifi — yd - (y» - y*) (if 4. — ys)]* - 

— 4[(yj,-y,)(y4-yj)-(ys-y,)*] • [(yj - yd (ys -y4)-(y*-ys)'] 1 . 

(in welcben Werthen wegen Mangel an Raum die WurzelausdrQcke 
abgebrochen, namlich auf je zwei Zeilen vertheilt werden mussten), 
endlich : 



a. 



<h = 



e, — e, 

(ys — y») — (y» - y. )i^i 



Da in den obigen Bedingungsgleichungen y^ und y^' immer gleicb' 
zeitig mit einander verschwinden, also nicht separirt werden konnen, 
so hat man in Bezug auf diese Grossen nur die eine Bedingungs- 
gleichung: 

yi' + y/' = yi , 

welche erfuUt werden muss. 
Beispiel, Es ist die Reihe: 

yi = 4, ^2=9, ys = 23, ^4 = 63, ^5 = 179, ^6 = 519, y, = 1523, 

wenn moglich^ in zwei Reiheu zu zerlegen, deren erste Differenzreihen 
geometrische Beihen sind. 

Man wird zunachst die Exponenten der Differenzreihen nach 
obigen Formeln berechnen. Es werden: 
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^^ = 2[6.40-i4'] -{t5-116-14.403- 



nnd 



-l/[5.116 — 14.40P — 4[5.40-14^].[14.116-40^J = 
= |{20-)/l6} =2 

^2 = 1- {20 + >^} =3. 
Mit Hilfe der Werthe dieser Exponenten erhalt man dann weiter: 



»i = 



5 X 3 — 14 



1 und Og 



14 — 6 X2 



= 4. 



3 — 2 ^ 3 — 2 

Ueberdies muss y/ + y/' = y^ = 4 werdeu. 

Nimmt man nun, was beliebig ist, y/ = 1 , also y^" = 4 — 1 = 3 
an, so gelangt man zu den aufeinander folgenden Gliedern der ge- 
wtinschten Reihen mit Hilfe der die allgemeinen Glieder derselben 
darstellenden und fruher angegebenen Formeln: 



y» = yi + «! • 

Es wird fQr: 



e?-^- 1 



e. 



« = 2, 
n==3, 
n = 4, 
n = 5, 
n = 6, 
n = 7, 



und y„ = yi + Oj 
Diff.-Reihe 



."-1 

'2 



y* 
y-i 



= 1 

= 2 

= 4 
= 8 
= 16 
= 32 
= 64 



rt 



a, = 1, 

2, 

4, 

8, 
16, 

32, 



yi 



y«" = 



ft 

yj = 

It 
»4 = 

^5" = 



3 

7 

19 

55 

163 



ye"= 487 



c, -1 
Diff.-Reihe 

Oj = 4 

12 

36 

108 

324 

972 



y-i 



It 



1459 



Die Summe der beiden j/-Reiheii, namlich: 

yi' + »i" = 4, y; + y," = 9, y/ + y," = 23, t/;+y;' = 63, 

y5' + y6" = 179, y«' + y«" = 519 und y/ + y/' = 1523 

stimmt thatsachlich mit der urspriinglich gegebenen Reihe: 

yi = 4, y, = 9, ys = 23, y4 = 63, y5 = 179, 

yg = 519 und y^ = 1523 

uberein, und es besitzen beide y-Reihen die noch ilberdies geforderte 

Eigenschaft, eine geometrische Reihe zur ersten Differenzreihe zu haben. 

Es mrns sich hiebei in den fmf ersten Gliedern die Ueberein- 

stimmung ergeben, da die BestimmungsstHcke der fraglichen Reihen 
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aus den Werthen der ersten fiinf Glieder der gegebenen Reihe be- 
rechnet worden sind. 

Dies aber geschah deshalb, well im vorliegendeu Falle eigentlieh 
nur fUnf Unbekannte [namlich: e^, e^, a^, a^ und (y/ + Vi')] zu be- 
stimmen, also auch nur fiinf Bedingungsgleichungen erforderlich waren. 

Da die besprochene Uebereinstimmuug aber auch noch in den 
spateren Gliedern erfolgt, so unterliegt es keinem Zweifel, dass die 
gegebene Reihe genau in zwei Reihen zerlegt werden kann, welche die 
gewiinschten Eigenschaften besitzen. 

Man konnte noch unendlich viele, den gestellten Anforderungen 
entsprechende Reihen erhalten, wenn man die sammtlichen Glieder einer 
der obigen zwei Reihen um eine constante Anzahl von Einheiten ver- 
mindert, die der anderen aber um eben so viele Einheiten vermehrt 

Es wtirden daher ebenso entsprechen die Reihen: 

yi' = 2, y/ = 3, y,' = 5, y; = 9, y.'^-ll, ^,' = 33, y/ = 65, 

y/' = 2, ^^"=6, y," = 18, y;'=54, y,"^l62, y;'=486, y/'=1458, 

da man von vorneherein y/ = 2, also y/' = 4 — 2 = 2 hatie wahlen 
konnen. 

Wiirden die gemeinsam zu den aufeinander folgenden Werthen 
von y, von y' und von y" gehorigen Werthe des x eine arithnietische 
Reihe bilden, welche niit der constanten Differenz d fortschreitet, so 
hatte man mit Bezug auf die beiden frtiher aufgefundenen Reihen auf 
Grund des Seite 181 angefflhrten Gesetzes 10) die einfachen Grund- 
formeln: 

y' = A, + B^C- und y" = ^, + 7i^C- 

aufzustellen und zu summiren. Sie gaben dann, weil y' -^ y'= y ist: 

WO sich die Constanten A^ B^ und C^ eventuell Naherungswerthe der- 
selben aus den auf Seite 182 angegebeuen und fiir den vorliegenden 
Fall beziiglich der Buchstaben modificirten Formeln: 



ebenso auch: 



(«. - 1) 



d 



und Cj 






^^ = k-.T^)' ^^= 



a- 



und C^ = C^ 




(€, - 1) . «,^ 
ergeben. 

Wurden die gemeinsam zu den aufeinander folgenden Werthen von y, 

von y' und von y" gehorigen Werthe des x hingegen eine geometrische 

Reihe bilden, welche mit dem Exponenten q fortschreitet, so hatte 
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man zufolge der %eiden aufgefandenen Reihen auf Grand des Seite 214 
angefahrten Gesetzes 13) die einfachen Grundformeln: 

y' = ^, + JB,C,io«- und /' = A, + B,G,'o^- 

aufziistellen und zu summiren. Sie gaben dann, weil y' -^ y" ^^ y ist: 

WO sich die Constanten A^y B^ und C|, eventuell Naherungswerthe der- 
selben sich aus den auf Seite 215 angegebenen und fQr den yorlie- 
genden Fall beziiglich der Buchstaben modificirten Formeln: 

ebenso auch: 

^^-[y^'-l^^^ ^^ S^ und C, = 6,i^ 

ergeben. 

Es sind jetzt die Mittel angegeben^ durch welche man bei der 
JSio^schen Formel die nach Seite 234 erforderliche Reihenzerlegung 
Yornelimen; sowie die Constanten berechnen kann. 

Geht man hierbei wie RegnauU von folgenden durch graphische 
Interpolation erhaltenen Yersuchswerthepaaren aus: 

1x^ = fa;2 = 25 f a:, = 50 f a?^ = 75 

1^1 = 4,60' U, = 23,55' 1^3 = 91,98' U,= 288,50' 

x^ = 100 

1^5=760,00' 
so sind: 

log 91 = 0,6627578, logy, = 1,3719909, log ^3 = 1,9636934 , 

log y^ = 2,4601458 und log y^ = 2,8808136 . 

Die von den vorstehenden Logarithmen gebildete Reihe ist nun 
in zwei Reiheu zu zerlegen, deren erste Differenzreihen geometrische 
Reihen sind. 

Es sind jetzt nach den auf Seite 254 angegebenen Formeln, in 
welche man allgemein die Werthe von logy statt y einzusetzen hat, 
die Exponenten e| und 6^ dieser Reihen: 

^ = 0,008977264 ' (0,004599402 - 1/O;00000i 704103977972 }, 
oder: 

'^ = ofiodfjiu ' {0,004599402 - 0,001305413} = 0,82820685, 
und ebenso: 

Steinhauier, empirisohe Formeln. ^ 17 
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e, = 



(0,004599402 + 0,001305413) = 1,48464619, 



0,003977264 

ferner die (jetzt deutlichkeitsfaalber mit a^ und a" statt mit a, resp. 
a^ bezeichneten) ersten Glieder der Diflferenzreihen: 

a/ = 0,7026662 und a/' = 0,006566943 . 

Bezeichnet man die aufeinander folgenden Glieder der beiden 
Reihen beziehungsweise mit: 

und: 

rr tr n 1_ • . " 

yi , 3/2 , % ... bis Jjn , 

SO mussen vorerst: 

^1 + Vx = log y, = 0,6627578 , 
namlich gleich dem ersten Gliede der zu zerlegenden Reihe sein. 
Nimmt man jetzt, was beliebig ist: 

^1 = 0,1 
an, so muss demnacb: 

y/' = 0,5627578 

werden. Nachdem man die Bestimmungsstiicke der beiden fraglichen 
Reiben kennt, so hat die tlbrigens fiberfltissige, etwa nur zur Con- 
trolle vorzunehmende Aufstellung derselben keine Schwierigkeit. 

Man bildet zuerst die erste Differenzreihe der jeweilig aufzustellenden 
Reihe, dann mit Hilfe der ersteren die letztere selbst, und wird dadurch 
hier zu folgenden Worth en gelangen: 

a/ = 0,70267, a2' = 0,58195, a3' = 0,48198, a/«=0,39918, 



weil ttn 



«i ^1 



n— 1 



ist. 



;&i=0,l, ^2 = 0,80267, i&3 = l,38462, ;e:^= 1,86660, £f5=2,26578. 

a/'=0,00657, <'=0,00975, a3"=0,01447, a/'=0,02149, 
y/'=0,56276, y2"=0,56933, y3"=0,57908, j/;'=0,59355, y5"=0,61504. 

Die Summe der beiden soeben berechneten Reihen stimmt, wie 
man sich leicht flberzeugen kann, sehr befriedigend mit der zu zer- 
legenden Reihe Uberein, insbesondere wenn man bedenkt, dass die ein- 
zelnen Glieder nur mit fQnf Decimalen berechnet worden sind. 

Es lassen sich nun nach Seite 257 zwei empirische Formeln: 

^^A^ + B,C', und y'^A^ + B,C% 
aufstellen, deren Summe: 

s + y" = log y = (A, + A,) + B,Cf-\- B,Cl, 
oder, wenn ^, + J, = ^ gesetzt wird: 

losy = A + B,Ct + B,Cl 

die gewunschte Formel gibt. 
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Die Constanten dergelben flndet man jetet leicht mit Hilfe der 
auf Seite 256 angegebenen Hilfsformeln^ welche man nur mit Bdck- 
sicht auf die hier gebrancbten Bezeichnungen (e, a(y a^' beziehungs- 
weise statt y^^ a^ nnd a^ geschrieben zn denken hat. Es sind hiernach: 

^1 = (-^i - 7^) = 4,1901875 

, ' „ . }, also J[, + 4j = 4,7393953 , 

^« = W- ^) = 0*5492078 

^1 = 5l — _ 4,0901875, 

(e, - 1) . ej 
B, = ^ = + 0,01354997, 



d 



C, = Ci" = 0,9924887, 



1 



(72 = e,'* = 1,0159325, 

und es laatet somit die Form el: 

log y = 4,7393953 — 4,0901875 X (0,9924887)' + 0,01354997 x 

X (1,0159325)'. 

Folgende Zusammenstellung zeigt eine befriedigende Ueberein- 
stimmung zwiscben den vorstehenden und den von Moritz verbesserten 
i2^pnau!^8chen Werthen: 

A = 4,7393953 bei Regnault a — 4,7393707 

log(-5,) = 0,6117432 ' „ „ logc = 0,611740767 

log B^ = 0,1319383 — 2 „ „ log& = 0,131990711 — 2 

log C, = 0,99672554 — 1 „ „ log/S = 0,996725536 - 1 

log C, = 0,006864920 , „ „ log a = 0,006864937 , 

wenn bedacht wird, dass hier die Bechnungen nur mit 7 Decimalen 
dorchgefQhrt wurden. 

Warden die Constanten keine abgebrochenen Decimalbruche sein, 
so miisste die Formal die funf gegebenen Versuchswerthe y vollkommen 
genau wiedergeben, da sie funf Constante enthalt. • 

Weil die Constante A etwas zu gross ausfiel, so wurde die im 
zi^eiten positiven Glied enthaltene Constante B^ zu klein. 

Selbstverstandlich konnten nun auf Grund einer Reihe unmittel- 
bar erhaltener moglichst verlasslicher Versuchswerthe die Constanten 
der vorstehenden Formel nach dem bekannten Verfahren, namlich mit 
Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate verbessert werden. 

17* 
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3) Die SuhstiMion einer Ftindion von x fur x oder fur cine oder 
mehrere der Constanten. 

Gerade so wie nach Seite 222 die Zahl der Grundformeln ver- 
mehrt werden kann^ wenn man statt y eine Function von y setzt, so 
konnte oder kann dieselbe anch dadurch yermelirt werden, dass man 
statt X eine Function von x setzt. 

Es ist dies immerhin unabsicMlich beispielsweise schon bei jenen 
Formeln geschehen, in denen log^z; statt x erscheint. 

Da die besprochene Substitution aber in manchen Fallen sehr gut 
als Mittel zur Verbesseruug von Formeln verwendet werden kann, so 
moge dieselbe von diesem Gesichtspunkte aus bier besprochen werden. 

Waren: 

y' = n'») 

eine die Beziebung zwischen den Veranderlichen x und y annahernd 
darstellende empiriscbe Formel, und 



fa;, J 


f«» I 


» 


> 


Ut 


\y> 



Xc 



ya 



• • • 



Xn 

[Vn 



die Versucbswertbepaare, welche der Aufstellung zu Gruude lagen, 
so ist leicbt zu beweisen, dass auf folgende Weise diese Formel ver- 
bessert werden kann. 

Setzt man in dieselbe der Beibe nacb f&r x die bekannten weil 
gegebenen Werthe: 

eiuy so erhalt man angenommenermassen fQr y beziehungsweise nidU: 

Viy y%9 Vsf • • • bis yny 
sondern andere^ namlich feblerhafte Werthe: 

Vi'y Vif Vz • • • l>is y/ . 
WoUte man die ricbtigen Werthe fQr y erhalten^ so miissten in 
die Formel ftir x statt: 

1 1 2 } 8 • • • DIS Xfi 

offenbar andere, vorlaufig unbekannte Werthe: 

f r / 1 • t 

1 } 2 9 ^3 • • • DIS «{/}| 

eingesetzt werden, zu denen man einfach gelangt, wenn man in der 
Gleichung y' = f{x) fflr y der Beibe nach die Werthe: 

yi9 y%9 ys • • • bis yn 

setzt und die dadurch erhaltenen Bedingungsgleichungen fiir x auflosi 

Es geht somit die obige Naherungsformel y=^f{x\ wenn x' statt a; 

gesetzt wird, in eine die Versuchswerthe richtig wiedergebende Formel: 
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uber^ da diese nothwendig die in der Versuchsreihe euihalienen Wcrtlie 
von y (namlich: y^, y^, y^ ... bis yn) geben mtiss, wenn der Reihe 
nacli fdr x' die nach Obigem verhaltnismassig leicht zu bereehnenden 
Werthe a^', iCg', x^' etc. bis Xn eingesetzt werden. 

Diese Formel vermag aber deshalb noch nicht zu entsprecheii; weil 
sie x' statt der unabhangig Yeranderlichen x enthalt. 

Es handelt sich jetzt offenbar darum^ in die aus angegebenem 
Gninde noch nicht entsprechende Formel statt x' eine Function yon x 
einzufuhren, welche die Werthe x^y x^, x^ . . . bis Xn annimmt, wenn 
fur x der Reihe nach beziehungsweise die Werthe x^, x^, x^ ... bis Xn 
gesetzt werden. 

Diese oder eine solche Function wird aber im Allgemeinen dadurch 
gefunden werden konnen^ dass man in bekannter Weise aus den fol- 
genden Werthepaaren: 



1^1 



«8 


«8 




Xn 


V' 1 


1^" 


• < • 


.«; 



eine empirische Formel: 

X' =B fp (x) 

aufstellt^ in der x' als Function von x erscheint; also x' die abhangig 
Veranderliche und x die unabhangig Yeranderliche bilden. 

Setzt man den Werth von x' in die obige Formel y = f(x') ein, 
so wird: 

y = f[g>{x)], 

namlich eine verbesserte Formel erhalten^ welche die Yeranderlichen 
X und y enthalt. 

VoUkommen richtig wird auch diese Formel die Yersuchswerthe 
nicht wiederzugeben vermogen, weil ja die empirische Formel x' «=g)(x) 
den an sie gestellten Forderungen gleichfalls nicht vollkommen zu ge- 
niigen im Stande sein wird. 

Fiir die Aufstellung der letzterwahnten Formel gilt natUrlich 
AUeS; was in Bezug auf die Aufstellung empirischer Formeln iiber- 
haupt gesagt wurde. 

Es kann daher die Form der Formel a?' = y {x) entweder wiU- 
hurlich gewahlt werden , wobei ein sonderlich guter Erfolg nicht ver- 
btlrgt ist, oder auf Grund der Ergebnisse, welche etwa die nahere Unter- 
suchung des jeweilig vorliegenden Falles zu liefern vermag. 

Es moge jetzt die Anwendung der besprochenen Yerbesserungs- 
methode an einem einfachen Beispiel erlautert werden. 

Auf Seite 33 findet sich die empirische Formel: 
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y = 4,809 + 0,141 x 

Yor^ deren Constante nach der Methode der kleinsten Quadrate ans 
den folgenden Werthepaaren: 

fa?i = - 17,8 



x, = + 4,2 I 

1 


fx, - + 16,3 1 


x^ = + 20,3 


y, - 5,00 


[y,- 7,00' 1 


[y^ - 8,00 



a;* = + 20,3 

y;= 7,67 



lyi= 2,48' 

bereclinet worden sind. Dass bier x und y statt i beziehungsweise |) 
gesetzt sind, dUrfte wohl nicht befremden. ^ 

Die Formel gibt fiir: 

x^^ — 17,8 , iTg = + 4,2 , iFs = + 16;3 , 

y/= 2,30, y,'- 5,40, 1/3'= 7,10, 
statt: 

yi-= 2,48, y,= 5,00, y, — 7,00, 

Ldst man die Formel fQr x aaf, wie dies schon aaf Seite 35 
fiir t geschah, so wird: 

X 34,106 + 7,092 y, 

und man erhalt hieraus fQr: 

y,= 2,48 , y,= 5,00 , y, = 7,00 



Vt, 



8,00. 



a;/ -= — 16,518, <= + 1,354,' a;s'= + 15,538, 



y* ■= 8,00 

2:4'= + 22,630 

statt: 

a;i = — 17,8 , Xjj = + 4,2 , a;j = + 16,3 , ar^ = + 20,3. 

Es ist jetzt offenbar die Behauptung gestattet, dass die Formel: 

y = 4,809 + 0,141 »' namlich y = /■(«') 

die Versuchswerthe richtig geben werde, da ja die Werthe von x 
aus den zugehorigen Werthen von y berechnet worden sind. 

Man hat nun, um die unabbangig Veranderlicbe x statt x' m der 
Formel erscbeinen zu lassen, aus den folgenden Wertbepaaren: 



a;/= — 16,518 
X, 17,8 



a;j'= + 15,538 



Xs = + 16,3 




xi= + 1,354 

la?, = + 4,2 ' 

xl = + 22,630 

x^ = + 20,3 

eine empiriscbe Formel x' ^ ff) (x) in bekannter Weise aufzustellen, 
und tp {x) statt x' in die obige Formel zu setzen, wodurch: 

y = 4,809 + 0,141- 9) (a;) 

wird. Es vrare jetzt eigentlich QberflUssig, das Beispiel welter zu ver- 
folgen, da das noch Nothige als bekannt vorauszusetzen ist. 

Trotzdem aber moge das Beispiel zu Ende gef&brt werden. 

Nacbdem weder die Werthe von x' noch jene von x nach einer 
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bekaDDien Beihe fortschreiten, so musste; urn die Untersuchung der 
Versuchswerthepaare in Bezag auf das zwischen x und y bestehende 
Abliangigkeitsgesetz vornehmeu zn kounen, die Zuflucht zur graphi- 
sclien Interpolation genommen werden. 

Urn dies hier zu umgehen, woUe die Form der fraglichen Function 
9> (a:) unUkiirlich gewahlt^ also etwa: 

a?' = a -f. 6a; + cx^ 

gesetzt werden. Die Constanten dieser Formel hat man bekanntlich 
nach den folgenden allgemeinen Normalgleichungen : 

^{?^x') = a -^{x') + h .^{a») + c .^(^) 

ZU berechnen. Es sind nun yon friiher (Seite 44, wo t statt x steht) 
folgende Werthe bekannt: 

2(a)=3 4a, ^{x) = 23,0, ^(x*) = 1012,26 , 

yjix") = 7133,77 , ^(a;*) = 341161,2374 . 

Neu berechnet mOssen werden: 

^(x) = 23,004 , ^{xx') = 1012,3656 
und 

yj(a^ x) -= 8244,20927 . 

Die speciellen Normalgleichungen lauten daher: 

23,00400= 4,00o+ 23,00 6+ 1012,2600 • c 
1012,36560 = 23,00a + 1012,26 I + 7133,7700 • c 
8244,20927 = 1012,26a + 7133,77 h + 341161,2374 • c 
und geben: 

a = — 3,26941839 , ' 6 -= + 0,980134385 , c = + 0,0133746 1 . 

Man hat somit vorerst die empirische Formel: 

x = — 3,2694 + 0,980134 • x + 0,01337461 • a? , 
also dureh Sobstitution: 

y = 4,809 + 0,141 • (- 3,2694 + 0,980134 • x + 0,01337461 • x*), 

oder wenn die Elammern beseitigt werden: 

jH= 4,348 + 0,138199 •« + 0,0018858 • x*. 
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Zu dieser Formel hatte man immerhin direct gelangen konneDy 
weuD man schon ursprunglich die empirische Formel nach der Form: 

y^A + Bx + Cx^ 

aufgestellt hatte, was nebenbei bemerkt auf Seite 44 geschehen isi 

Daselbst findet sicb^ wenn x und y statt t resp. jp geschrieben werden, 

die Formel: 

y = 4,3586 + 0,1383 • x + 0,001842 • a?y 

welche der Haupsache nacb mit der vorstehenden (ibereinstimmi. 

Die geringen Unterscbiede zwischen beiden Formeln rQhren ein- 
faeh davon ber, dass bei der Berechnung der Constanten der ersteren 
Formel eine grossere Anzahl von Decimalen berUcksichtigt wurde. Sic 
wird in Folge dessen auch etwas bessere Resultate wie die zweite Formel 
zu geben vermogen. 

Man erhalt aus der Formel: 

y = 4,348 + 0,138199 • x + 0,0018858 • x^ 
fiir: 

a:i = -17,8, a;8 = + 4,2, x^^ + 16,S, rr4 = + 20,3 

als zugehorig: 

yi'= 2,48555, y/= 4,96169, y^'= 7,10167, y;= 7,93055 

statt: 

y,= 2,48, y,= 5,00, y^= 7,00, y,= 8,00, 

also folgende Differenzen zwiscben den analogen Rechnungs- und Ver- 
suchswertben: 

*/= + 0,00555, d;=- 0,03831, d,' [-0,10167, d/=-0,06945. 

Die algebraiscbe Summe derselben ist: 

2jin = - 0,00054, 
wahrend auf Seite 45 

^(d) = + 0,01 

erbalten wurde. 

Das im Vorstehenden bebandelte specielle Beispiel batte den 
Zweck: 

a) die zuletzt besprocbene Formelverbesserungsmetbode leicht ver- 
standlicb zu macben; 

b) zu zeigen, dass durcb diese Methode tbatsachlicb eine Besserung 
erzielt werden kann; 

c) die Aufmerksamkeit darauf zu lenken, dass die Form der ffir x 
zu substituirenden Function von x [namlich (p{x)] mit Ueberlegung 
gewablt werden muss, wenn man nicbt auf eine Formel kommen will, 
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za der man (allerdings nicht einfacher) schon direct hatte gelangen 
kdnneSy oder welche nicht besser wie die za yerbessernde Formel wird. 
So wtbrde zum Beispiel schon eine einfache Ueberlegung von yom- 
herein absehen lassen, dass die Formel: 

y = 4,809 + 0,141 x, 

deren Constante mittelst der Methode der Jcleinsien Quadrate lerechnet 
taorden sindj principieU nicht verbessert werden kann, wenn fur x die 
Function q>(x) = a -{-hx gesetzt wird, weil dann: 

y = 4,809 + 0,141 (a + hx), 
oder: 

y = (4,809 + a) + (0,141 6) a?, 

also eine Formel mit den Gonstanten: 

(4,809 + a) und 0,1416 

erhalten wilrde (wo a und b selbstverstandlich erst zu berechnen waren), 
deren Form mit jener Ubereinstimmt, welche die zu yerbessernde Formel 
besitzt. 

Nachdem aber letztere infolge Zuhilfenahme der Methode der 
kleinsten Quadrate bereits die besten Werthe der Gonstanten enthalt, 
80 kann die erwartetermassen verbesserte Formel nicht noch bessere 
Werthe derselben enthalten. Es muss somit die neue Formel mit der 
alten identisch werden, was bedingt: 

= und 6 ==» 1. 

* 

Stellt man ganz ahnlich wie frBher aus den bekannten Werthe- 
paaren: 



I «,'=— 16,518 |V=+1,354 !<= 
U 17,8 ' la;, =+4,2 ' U,= 



[«;/=+ 22,630 
a;^ = + 20,3 



(a^'=+ 1,354 «=+ 15,538 

+16,3 ' 
die empirische Formel: x'= 9(^); jetzt aber nach der Form: 

rc'ass a -^-bx 
auf, so erhalt man aus den zwei bekannten Normalgleichungen: 

^{x'x) = a -^(x) + b .^{x\ 

(deren Symbolwerthe sich bereits auf Seite 263 angegeben finden): 

a =. 0,000459 und h = 1,000094, 
also: 

x= 0,000459 + 1,000094 • x\ 

Dass hier a nicht gleich Null, sondem nur nahezu Null, b nicht gleich 1, 
sondem nur nahezu 1 wird, hat seinen Grund offenbar darin, dass die 
zu yerbessernde Formel: 
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j/ = 4,809 + 0;141a;' 

die Constanten nicht mit voller Scharfe^ namlich uicht mit alien er- 
haltlichen Decimalen enthalt. Eg wird daher, ween man den Werth 
von x' substituirt: 

y = 4,809 + 0,141 (0,000459 + 1,000094 • re), 
oder: 

y = 4,80906 + 0,14101. a:, 

d. i. eine Formel erhalten, welche mit der zu Terbessernden nahce^ 
identisch, aber doch soweit besser ist, als Qberhaupt eine Besserang 
durch BertLcksichtigung einer grosseren Anzahl von Decimalen erzielt 
werden kann. 

Nachdem beim Uebergang yon der Formel: 

y'«= f\x\ auf die Formel: y «= f\!J>{^ 

die Form der Hauptsache nach erhalten bleibt, was sich ja auch an 
den beiden speciellen Formeln: 

y = 4,809 + 0,141 . X 

und y = 4,809 + 0,141 • g){x) respective 

y = 4,809 + 0,141 • (- 3,2694 + 0,980134a? + 0,01337461 s?) 

auf Seite 261 etc. zeigt, so mogen Formeln, welche aus Orundformeln 
durch Substitution einer Function von x fflr x abgeleitet worden sind, 
modifidrte GrundformeJn genannt werden. 

Es bildet somit ein charakteristisches Merkmal dieser Formehi 
ihre JPorm, welche der Hauptsache nach mit der einer der einfachen 
Orundformeln Ubereinstimmen muss. 

Man ist haufig genothigt zu modificirten Grundfprmeln greifen zu 
mUssen, wenn die unabhangig Yeranderliche x im , WinJcdmcuisse aus- 
.gedriickt erscheint. 

Dies ist beispielsweise der Fall, wenn die Abhangigkeit der Meeres- 
oder Bodentemperatur, der Schneegrenze etc. von der geographischen 
Breite durch eine empirische Formel zum Ausdruck gebracht werden soil. 

Eann namlich kein einer der Orundformeln entsprechendes Gesetz 
zwischen den Werthen der abhangig Veranderlichen y und den zu- 
gehorigen im Gradmaasse ausgedrtlckten Werthen der unabhangig Ver- 
anderlichen :z; = 9^ aufgefunden werden, so hatte man zu untersucheD, 
ob dies nicht geschehen kann, wenn an die Stelle des x = q)^ em 
der trigonometrischen Functionen des Winkels gesetzt wird. 

Ist dies der Fall, so hat man die Formel nach der f&r das be 
stehende Oesetz abgeleiteten Formel in bekannter Weise aufzustellen 
und es besteht dann nur insofem gegen frUhcr einUnterschied^ als jetit 
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statt X die bezOgliche trigouometrische Function von x in der Grund- 
formel erscheint. 

Wiirde man z. B. finden, dass zwischen den Werthen der abhangig 
Yeranderlichen y und den Sinus$m der zugehorigen Winkel x^^ q>^ 
das im Punkte 3) ausgesprochene Gesetz (genau oder mindestens an- 
genahert) besteht, wtirden also die Sinusse der Winkel q)^, q>2f 9>8> '** ^n 
mindestens annahemd eine arithmetische Eeihe erster Ordnung bilden, 
wenn die zu diesen Winkelh gehorigen y (das sind y^ beziehungsweise 
y^j Vs * * * ^^B Vn) ^Ach eben einer solchen Reihe fortscbritten, so ver- 
traten die Sinusse die Stelle der x, und es nab me dann die fUr das 
Gesetz 3) entwickelte Formel y ^^ a -]- bx offenbar die Form: 

y = a + & • sin 9? an. 

Es ist bekannt; dass bei wachsendem Winkel die trigonometrischen 
Fanctionen nicht forttoahrend zu wacbsen oder abzunebmen vermogen, 
da beim Uebergang des Winkels von einem in den nacbsten Qua- 
dranten auf die Zunabme eine Abnabme und umgekehrt, sowie auch 
oft ein Zeiehenwechsel der trigonometrischen Function erfolgt. 

Bei Yon Null aus wachsendem Winkel vermogen bekanntlich: 

a) Sinusse nur so lange nach einer und zwar steigendeti Reihe 
fortzuschreiten , als der Winkel 90 Grad nicht Ubersteigt^ da sodann 
der positive und positiv bleibende Sinus der Lange nach abzunebmen 
beginnt. 

b) Cosinusse nur so lange nach einer und zwar fallenden Reihe 
fortzuschreiten, als der Winkel 180 Grad nicht dbersteigt; da sodann 
der bereits negative und noch negativ bleibende Cosinus der Lange 
nach abzunebmen beginnt; 

c) Tangenten nur so lange nach einer und zwar steigenden Reihe 
fortzuschreiten, als der Winkel 90 Grad nicht ubersteigt^ da sodann 
die positive Tangente negativ zu werden, iiberdies der Lange nach 
abzunebmen beginnt; 

Andere trigouometrische Functionen finden nicht leicht Verwen- 
dung^ da sie ja die Reciprokwerthe der vorgenannten sind. 

Bei der Wahl der trigonometrischen Function, welche x mit Er- 
folg vertreten soil, ist noch weiter zu berticksichtigen, dass beim 
Wachsen des Winkels von bis 90^: 

a) Sinusse anfanglich rascher wie spater wachsen; 

b) Cosinusse anfanglich langsamer wie spater abnehmen; 

c) Tangenten anfanglich langsamer wie spater wachsen. 

Man ist im Stande, das Fortschreiten der trigonometrischen Func- 
tion mit dem Winkel oft in gewiinschter Weise zu regeln duicb die 
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Einfiilirung der haJben oder doppelten Wmkel^ welche beispielsweise dann 
zu erfolgen hat, wenn ein Zeichenwechsel der Function verhindert^ resp. 
bewirkt werden soil. 

In jedem vorliegenden Falle kann auf Grund entsprechender £r- 
wagungen, fur welche das unmittelbar Vorhergehende Anhaltspunkte 
liefert, beurtheilt werden, welche trigonometrische Function x mit E^ 
folg zu yertreten im Stande sein diirfte. 

Hat man nun irgend eine trigonometrische Function von x [etwa 
f{x)'\ fiir X gesetzt, und eine bereits modificirte, weil f{x) statt x ent- 
haltende Grundformel y = F[f{x)'] aufgestellt, welche aber noch nicht 
vollig enlvspricht, so kann man diese Formel nach dem auf Seite 260 etc 
entwickelten Verfahren neuerlich modificiren, wodurch sie in: 

flbergehi 

Ein Beispiel moge das Yorstehende nocli besser erlautern. 

Man hat folgende Werthe fiir die Temperatur des Wassers an der 
Oberflache des atlantischen Oceans unter verschiedenen (nordlichen) 
Breitegraden gefunden: 

9i = 0" nordl. Breite, <, = 25,9" Gels. i. Diff. 2. Diff. 

0,4 
9), = 12« „ „ /, = 25,5« „ 2,7 

y, = 24« „ „ <s = 22,4«' „ 0,3 

34 

9)4 = 36« „ „ *, = 19,0'' „ ' 1,6 

5,0 

9'6 = 48» „ „ <5=14,0« „ 

Es ist die Beziehung zwischen der Temperatur t und der Breite g? 
moglichst angenahert durch eine empirische Formel: 

t = JP(9)) 
darzustellen. 

Da die Breitengrade nach einer arithmetischen Reihe fortschreiten, 
iiberdies ein Theil derselben (12, 24, 48, zu denen noch 6^ geftgt 
werden kann, da unter 6^ Breite die Temperatur sicherlich nicht wesenir 
lich anders wie 25,7^ sein wird) auch eine geometrische Reihe bildet, so 
ist so lange keine graphische Interpolation erforderlich, als man hofit die 
Breite im Gradmaass (mithin als qP) in die Formel einfQhren zu konnen. 

Nachdem sich aber diese HoflFnung nicht bewahrt, weil sich als- 
bald zeigt, dass die Temperaturen t nicht einmal annahemd, weder 
in Hinsicht auf die arithmetische noch geometrische Reihe der Breiten- 
grade, eine der bekanuten Reihen '1)ilden, also die gewunschte Formal 
nach keiner der Grundformeln aufgestellt werden kann, so muss man 
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ontersucken, ob etwa eine der drei trigonometrisclien Functionen der 
Breite (p nach einer bekannten Beihe fortschreitet, wenn than die Tem- 
peraturen uacb einer aritbmetiscben oder geometriscben Reibe fort- 
achreiten lasst. 

Za dem Zwecke dieser Untersucbung ist nan die grapbiscbe Inter- 
polation nicbt mebr zu entratben. 

Tragt man die gegebenen Breitengrade (einfacb als Zahlen be- 
tiraicbtet) als Abscissen, die zugeborigen Temperaturen als zugeborige 
Ordinaten in ein rechtwinkliges Goordinatensystem ein, und Terbindet 
die dadurcb festgelegten Pnnkte zur (6eziehung8-)Curve, so konnen der 
dadnrcb entstandenen Figur die nacb einer arithmetisdien (wenn notb- 
wendig aucb die nacb einer geometrischen) Reibe fortscbreitenden Tem- 
perataren als Ordinaten, sowie die zugeborigen Breitegrade als Abscissen 
entnommen werden. 

Durcb eine auf carrirtem Papier, aus freier Hand ausgefSbrte der- 
artige grapbiscbe Interpolation wurden folgende Werthe erhalten: 



V = 25» 



t,' = 240 



<s' = 23« 
ti = 22" 

V = 21" 
(0' = 20- 
t,' = 19" 



<u'=' IS" 



91 — 

9a' = 
94'-= 

9t' == 

w = 

9/ = 
910'= 



14,0 

19,0 
22,8 
26,0 
29,2 
32,6 
36,0 
38,8 
41,3 
43,7 
45,9 
48,0 



Diff. 
5,0 

3,8 

3,2 

3,2 

3,3 

3,5 

2,8 

2,5 

2,4 

2,2 

2,1 



Es fragt sich jetzt zunachst, welche trigonometrische Function der 
Winkel q)' etwa nach einer arithmetisclien oder einer geometrischen Reihe 
fortschreitet. 

Halt man vorerst, was am einfachsten ware^ die arithmetische Reilic 
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im Auge, so braucht man, weil die WinkeldiffereDzen immer kleinet 
werden, offenbar eine trigonometrische Function, welche: 

entweder bei den grosseren Winkeln rascber wie bei den kleineren 

wachst, 
Oder bei den grbsseren Winkeln rascber wie bei den kleineren 

abnimmt; 

damit die aufeinander folgenden Werthe der trigonometrischen Func- 
tion im ersteren Falle eine steigende, im letzteren eine fallende arith- 
metische Beihe zu bilden vermogen. 

Da sich die geographische Breite nor zwiscben und 90^ (hier 
eigentlicb nur zwisclien und 48®) bewegt, so sind eine der zwei aus- 
gesprocbenen Bedingungen jedenfalls zu erfiillen im Stande: 

a) die Tangente des halben und einfachen Winkels; 

b) der Cosinus des halben, einfachen und doppelten Winkels; 

c) die Quadrate dieser Functionen. 

Die Sinusse des einfachen Winkels, welche allenfalls noch in Be- 
tracht kamen, erscheinen nicht geeignet, weil der Sinus wie schon 
erwahnt bei den grosseren Winkeln langsamer wie bei den kleineren 
wachst. 

Sucht man nun mit Hilfe einer Tafel, welche die Werthe der 
trigonometrischen Functionen von Minute zu Minute enthalt (z. B. 
Christian Gottlob Trobst, Tafel der Sinus, Tangenten und Secanten, 
Verlag von Carl Hochhausen in Jena) die nachstehenden Werthe auf, 
was sehr rasch geschieht: 



<Pi 



tg -:^ = 0,123 



o 2 



tg 



9>8 



= 0,167 



0,202 



*g^ 


= 0,231 


tg-r 


— 0,261 


tg^ 


= 0,291 


tg^ 


— 0,325 



DifF. 



44 



35 



29 



30 



30 



34 



<p 



cos -^ = 0,992 



cos ^ = 0,986 



COS ^ = 0,980 



cos ^* 0,974 



COS ^ = 0,968 



cos -^ = 0,960 



COS ^ 0,951 



Diff. 



6 



6 



6 



8 



9 
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Diff. 




Diff. 


m 


27 


^ 


8 


\%\^ 0,352 




cos *' = 0,943 




« 


25 




7 


tg ^ = 0,377 




, cos '^2* = 0,936 






24 


* 


8 


tg^ = 0,401 




, cos '5" = 0,928 






22 


a 


7 


tg ^ = 0,423 




, cos 'J' = 0,921 






22 




7 


tg ^ = 0,445 




, cos ''^•' — 0,914 






Diff. 




Diff. 


% 9/ -=. 0,249 


95' 


, cos 9,' «= 0,970 


24 


tg 9)/ - 0,344 


76' 


, cos g>j' =■ 0,946 


24 


tg ^,; = 0,420 


68' 


cos tfi = 0,922 


53 


ig 9?/ = 0,488 


J 

71 


cos ffl = 0,899 


26 


tg g,/ = 0,559 


78' 


cos tfi = 0,873 


30 


tg W = 0,637 


90 ' 


, cos ff>l = 0,843 


34 


tg g>/ = 0,727 


77 


cos 9/ = 0,809 


30 


tg W = 0,804 


75' 


, cos ffl = 0,779 


28 


tg W = 0,879 


77 


, cos 9)9' ^ 0,751 


28 


tg 9>io'- 0,956 


76' 


cos 9)10'= 0,723 


25 


tg g>,i'= 1,032 


79' 


, cos 9)11'= 0,698 


29 


tg ^ij'-- 1,111 


1 


, cos 9)1/= 0,669, 





SO ersieht man« sogleich^ dass der Cosinus des halben Winkels am 
besten entspricht, und dass die Aufsuchung der Werthe fiir 008 2^)'; 

tg^y', tg* Y; cos* 9', coB*Y und 003*29)' moglicherweise iiber- 

fliissig isi 

Nimmt man jetzt vorlaufig an^ dass die Gosinusse der halben 
Winkel nach einer arithmetischen Beibe (mit der Differenz S) fort- 
schreiten^ wenn die zugehorigen Temperaturen desgleicben eine solche 
Reihe (mit der Differenz 3) bilden, so besteht das Gesetz 3) und es 
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ist die auf Seite 148 hiefilr abgeleitete Grandformel y ^s^ a -^ b - x 
zur AnwenduBg zu bringen. 

Es wird dann nach dieser Formel x hier: 

t = a •■{- b cos V ' 

Zufolge der auf der angegebenen Seite yorfindlichen Formein besitzen 
die CoDstanten nachstehende Werthe: 

« = yi-/v^i «nd 6=-/, 

wo: in Besug auf die y- resp. t'-Reihe: 

das erste Glied y, «= ^i'=» 25® und die Differenz dy ■== d = — 1, 

in Bemg auf die x- resp. (cos YJ-Reihe: 

das erste Glied x^ = cos ^ «= 0,992 und die (mittlere) Differenz 
d^_d= —0,0071, also: 

« = 25 - ^ X 0,992 - ^ 114,795, 6 = ^ = 140,845 

sind. Die Formel lautet dann: 

t 114,795 + 140,845 cos -J- • 

Man batte selbstverstandlicb bessere (aucb von den Fehlern der 
graphiscben Interpolation unbeeinflusste) Werthe fdr die Constanten 
erbalten durch Berechnung derselben aus den ursprQnglich gegebenen 
Versuchswertbepaaren mittelst der bekanntlicb zur Formel: 

^ = a + 6 cos Y 
gehorigen Normalgleichuugen: 

2(t . cos f ) « a .^'(cos f ) + h .^'(eos fj 

Um sich vorerst einen Aufsohluss (iber die Genauigkeit der Formel: 

t 114,795 + 140,845 cos |- 

zu verschaffen, mogen die ursprfinglich gegebenen Versuchswerthe aus 
derselben berecbnet werden. Die Formel gibt fQr: 

9i •= 0, 95, = 12, 9>8 = 24, 94 = 36, 9)5 = 48 
als zugehorig: 

t,' = 26,0, V = 25,3, u; = 23,0, C = 19,1, V = 13,9 
statt: 

t, = 25,9, ^2 = 25,5, ^ = 22,4, t^ = 19,0, ^5 = 14,0. 



.2 
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Unter der Annabme; dass die Versuchswerthe richtig seien, haften 
sodann den Rechnungswerthen folgende Fehler an: 

*i'=+0,l, *.' 0,2, .J3'= + 0,6, *;= + 0,l, de'^-O,!, 

Yon welchen ausschliesslich nur 8^ besonders hervortritt. 

Dieser Fehler kann aber (allerdings nur auf Eosten der ubrigen^ 
jedoch relativ kleinen Fehler) dadurch entsprechend ermassigt werden, 
dass man die negative Constante der Pormel numerisch urn 0,2 ver- 
grossert, also: 

t = - 114,995 + 140,845 • cos ^ 

setzt, da dann s'ammtliche Rechnungswerthe gegen fruher offenbar um 
je 0,2 kleiner werden, also auch die Fehler derselben eine Aenderung 
erleiden, welche 0,2 betragt. 

Es nehmen somit die Fehler d'\ welche beziehungsweise den oben 
mit d' bezeichneten analog sind, folgende Werthe an: 

V' 0,1, 8," 0,4, d,"^ + 0,4:, 8," 0,1, 8," 0,3 

und es tritt jetzt, wie man sieht, keiner derselben mehr besonders 
hervor. 

Bedenkt man, dass der Natur der Sache nach im yorliegenden 
Falle eine besonders genaue Wiedergabe der Versuchswerthe nicht er- 
forderlich ist, {iberdies eine bessere Formel ja erhalten werden konnte 
durch Berechnung der Constanten (aus den urspriinglich gegebenen 
Versuchswerthepaaren) nach der Methode der kleinsten Quadrate, nam- 
lich auf Grund der vorstehenden Normalgleichungen, so ergiebt sich, 
dass hier eine neuerliche Modification der bereits erhaltenen Formel 
eigentlich entbehrt werden kann. 

Sie wird aber trotzdem im Folgenden besprochen werden, um das 
auf Seite 268 beziiglich einer neuerlichen Modification Erwahnte noch 
an einem Beispiel zu erlautern. 

Man hat, um die Modification vorzunehmen, vor Allem fiir t die 
in der Versuchsreihe enthaltenen Temperaturen in die zu modificirende 
specielle Formel zu setzen und die zugehorigen Winkel daraus zu be- 
rechnen. 

Da nun (wenn man bei der zuerst erhaltenen Formel bleibt) aus: 

t'=- 114,795 + 140,845 cos -^ 

(wo jetzt t' statt t geschrieben wurde, weil vorstehende Formel die 
Temperaturen nur anntihernd richtig gibt): 

^^^ 2" ~ 140,846 

wird, so erhalt man fiir: 

Steinhaater, emplrischo Formeln. 18 
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V— 25,9, <,'= 25,5, <,'= 22,4, V— 19,0, ^s'— 14,0 
als zugehorig: 

cos ^ = 0,9989, cos ?|^ = 0,9961 , cos ''^^ = 0,9741 , 

cos ^ = 0,9499 , cos 5^ ==. 0,9144 
beziehungsweise statt: 

cos ^ = 1,0000, cos ^ = 0,9945, cos ^ = 0,9781 , 

AAA 

cos ^ = 0,9510, cos ^ -= 0,9135. 

Nachdem, um aus der obigen Formel die Temperaturen richtig 

zu erhalten, in dieselbe statt der Werthe cos ^ , die Werthe cos ^ 
gesetzt werden mdssen^ da ohne Zweifel: 

t — - 114,795 + 140,845 • cos \ ist, 

so braucht man jetzt eine Function von cos y , welche cos y mit Er- 

folg zu vertreten vermag. 

Schreibt man voriibergehend (der Einfachheit wegen) y' statt 

cos Y und y statt cos y> ^^ i^^, ^^^ ^^^ gewQnschten Fanction zu 

gelangeQ, in bekannter Weise eine empirisehe Formd y''^f(y) sius 
folgenden Werthepaaren aufzustellen: 

j/i = 1,0000 fy, = 0,9945 fy, = 0,9781 

y/- 0,9989' (y,'=. 0,9961' ly,'= 0,9741 ' 

fy^ = 0,9510 (y, = 0,9135 

.y;= 0,9499' ly5' = 0,9144" 

Setzt man jetzt, wenn: 

y'= fiy) resp- cos ^ = f[cos fj 

ware, letzteren Werth fur cos ^ in die bereits richtige nur noch 9>' 

statt (p enthaltende Formel ein, so erhalt man die neuerlieh modificirte 
und die Yersucbs werthe richtig wiedergebende Formel: 

t 114,795 + 140,845 • /"(cos |-) 

oder : 

t 114,795 + 140,845 • y. 

Einer einfachen Ueberlegung zufolge kann behauptet werden, dass 
die in der vorstehenden Reihe der Werthepaare enthaltenen Werthe 
Yon y' aus den zugehorigen Werthen von y durch keine der einfachen 
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Grundformeln vollkommen genau wiedergegeben werden konneU; weil 
die Werthe der y' bald grosser bald kleiner wie die zugehorigen Werthe 
der y sind. 

Es ist daher eine Yollstandige Uebereinstimmung zwischen den 
analogen Rechnongs- und Yersuchswerthen nicht zu erwarten. 

Die Einfiihrung von 9 statt (p' in die die Versuchswerthe richtig 
wiedergebende Formel: 

t = — 114,795 + 140,845 • cos ^- 

konnie aber auch noch dadurch tmsiicht werden, dass man, anders 
Yorgehend, anstatt des Winkels ~- eine im AUgemeinen willkiirliche, 

docli passend gewahlte Function des Winkels ^ setzt, etwa: 

(y + a) Oder ( m • y — a ) etc., 

wo dann a und m erst zu bestimmende Gonstante bedenten. 

Es wiirde dann, wenn man bei der ersteren dieser Functionen 
yerbleibt (welche einfacher ist, aber auch einen geringeren Erfolg ver- 

spricht) allgemein: 

(p . (p 

2 ■ ' 2 

Sucbt man jetzt zu den auf Seite 273 angegebeiien Werthen yon 

cos Y die zugehorigen Winkel, so werden: 

^ = 2» — 41'= 2,683, ^'' = 5« - 4' = 5,667, ^I- = 1 S" - 4'= 1 3,067, 

^ = IS"— 13'= 18,217, '^* = 23"- 53'= 23,883, 
and es ergeben sich nach der allgemeinen Gleichang: 

^ + a = - Oder a = ^^ - ' 

2 T^ 2 2 2 

nachstehende zur Berechnang von a dienende Bedingungsgleichungen: 

a = 2,683 — 0,000 = + 2,683 

a= 5,667— 6,000 = — 0,333 

c = 13,667 — 12,000 = + 1,653 

a = 18,216 — 18,000 = + 0,216 

a = 23,883 + 24,000 = - 0,117, 
aus welchen 

5a = + 4,102, 
also: 

a = 0,820 Grade 

folgt Es geht daher die obige Formel: 

18* 
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t 114,795 + 140,845 • cos \ 

fiber in: 

t = — 114,795 + 140,845 • cos (f + 0,82) 

und es giebt dann selbe fiir: 

9i =0, 92 = 12, 93 = 24, 94 = 36, 95 = 48 

t;= 26,03, t^= 25,06, ^3 = 22,54, t;= 18,52, ^5 = 13,04 
statt: 

t^ = 25,9, ^ — 25,5, <3 =-'22,4, t^ = 19,0, ^5 = 14,0. 

Wenngleich hier die Modification ofifenbar misslungen ist, well es 
nicht gelang den Werth ^ durch ( y + aj so genau zu ersetzen, dass 

in der obigen Formel mit Erfolg auch hatte cos [^ + a\ statt cos ^ 

gesetzt werden konnen, so ist doch ein Weg angedeutet, auf welcbem 
man moglicheriveise und zwar obne besondere Miihe in manchen Fallen 
zum Ziel gelangen kann. 

Wollte man hingegen den Winkel a und zwar ausgehend von 
der Annabme, dass derselbe klein sei, mit Hilfe der Methode der 
kleinsten Quadrate berechnen, so hatte man mif Bezug auf die obigen 
Werthepaare die allgemeinen Oleichungen: 

y = cos Y und y'= cos (y + «) • 

Entwickelt man jetzt nach dem geniigend bekannten Verbesserungs- 
verfahren y' nach der Taylor'schen Beihe unter der Voraussetzung, 
dass a sehr klein sei, so wird: 

v'=» V H — • « und weil — ^ = — sin -^ ist, 

2 2 

y — » = — a sm Y • 

Denkt man sich nach dieser Gleichung die nachstehenden Be- 
dingungsgleichungen : 

y/— yi = — «sin^, 
y2 — ^2 = — a sin^. 



Vt — Vt « sin -^ 



2 
aufgestellt, so folgt aus denselben die Normalgleichung: 
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und aus dieser: 

2'|(y'-y)«'in|-) 






Da nun nach obigen Werthepaaren and mit Rflcksicht auf die 
zngehorigen Breitegrade: 

Pi — yi = — 0,001 1 , sin |t = sin 0" = 0,00000, 

y*'— y» == + 0,0016, sin|^ = 8in 6« = 0,10453, 

y,' _ y, =, _ 0,0040, sin ^ = sin 12" = 0,20791 , 

y/ — y^ = — 0,001 1 , sin I* = sin IS" = 0,30902 , 

yj'— ys = + 0,0009, sin ^ -= sin 24'* = 0,40674, 

^[(y'-y) sin l) 0,00065, 

^'{sin*!-) = + 0,31507 



sind^ so wird: 



« - - ^W? = + 0'0<^206 Grad. 



£s geht daher vorerst die obige Formel: 

f/'=co8 (y +a) in: 

y' = cos (|- + 0,00206) , 

dann aber t in: 

t = — 114,795 + 140,845 • cos (|- + 0,00206) 

dber, und man erhalt hierajis fdr: 

Vi = 0, <P2 = 12, % = 24, 94 = 36, 9b = 48 

als zugehorig: 

</= 26,05, ^'= 25,28, ft,'= 22,97, </«= 19,15, V= 13,87 
statt: 

^1 = 25,90, ^ = 25,50, t, = 22,40, ^^ = 19,00, ^ = 14,00. 
Wenngleicb aucb hier wegen ungeeignetem Ersatz von ~ darcb 
(y + «) <Ji® Modification keinen sonderlichen Erfolg aufweist, so sind 
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die Resultate doch entschieden besser wie jene, welche anmittelbar 
vorher erhalten worden sind. 

Ohne auf die Sache waiter eingeben zu wollen, mogen Dar noch 
einige Formelformen mit trigonometrisclien Functiouen angefuhrt warden, 
welche aine mahrfache Yarwenduug gefunden haban. In denselben ist 
untar f{x) aine dar trigonomatriscben Functionen das Winkals x zu 

varstehan, statt dessan mituDter auch der halbe (- j oder doppelta (2a;) 

Winkal mit Vorthail eingaffihrt warden kann. 

y = a + h'f{x), y = a + b'f{x + c), 

y^a + b'f(x) + c[f(x)f, y = a + b^f{x + c) + d^f{x + e), 

y = a-{-h-f(x)'\-C'f{2x), y = a + 6-/'(^ + ^) + ^'/*(2iP + ^•^•'^' 

Fig. 13. 




Fig. 14. 




Man vermag sich bai jedar diasar Formeln uber die Aenderungen 
zu orientiren, welche im AUgemeinen der Werth y erleidet; wahrend 
dar Winkal ain gawisses Interval! durchlauft^ wenn man die Art and 
Weise beriicksichtigt, in der sich die betreffenden^ in der Formel 
erscheinenden trigonometrischen Functionen mit dem Winkel andero. 

Es ist daher auch m5glich sich von vornherein ein Urtheil daraber 
zu bilden, welche der Formelformen etwa befahigt sein dfirfte, eine 
gegebene Reihe von Versuchswerthen wiederzugeben. Die den vor- 
stehenden Gleichungen entsprechenden Gurven stehen in einer mehr 
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Kg. 15. 



weniger complicirten Beziehung entweder zur sogenannten Sinus- oder 
Cosinus- oder Tangmtenlinie, von deren Form beziehungsweise die Pi- 
guren 13^ 14 und 15 eine allgemeine Yorstellung geben. 
Es sind hierin entsprechend den Gleichungen: 

y = sin a;, j/ = cos x, y = igXy 

wo die Winkel im Bogenmaass ausgedriickt zu denken sind^ die Bogen- 

langen der von Null aus wachsenden positiven und negativen Winke) 

BXsAhsdssmj die Langen 

der zugehorigen Simtsse 

beziehungsweise Cost- 

nusse und Tangenten 

hingegen als zugehorige 

Ordinaten aufgetragen^ 

and zwar nach Maass- 

staben, deren Einheiten 

die Halbmesser jener 

Kreise bilden, welchen 

die Langen der Bogen 

beziehungsweise der tri- 

gonometrischen Func- 

idonen entnommen wor- 

den sind. 

Es sollten bei den 

genannten Gurven die Abscissen und Ordinaten ofiFenbar nach einem 

und demselben Maassstab aufgetragen werden. 

Da aber in friiheren Fallen aus bekannten Grunden fast aus- 

nahmslos die Abscissen und Ordinaten nach verschiedenen Maassstaben 

aufgetragen wurden^ so ist auch hier bei der bisherigen Gepflogenheit 

geblieben worden, was allerdings zur Folge hat, dass die Figuren 13, 

14 und 15 keine naturgetreuen Darstellungen der genannten Gurven sind. 

Betrachtet man beispielsweise die bereits bekannte Formel: 

y = a + 6 • sin rr, 

so ergibt sich der Zusammenhang zwischen der ihr entsprechenden 

Curve und der Sinuslinie sehr leicht, wenn man durch Transformation 

der Goordinaten eine Vereinfachung der Gleichung eintreten lasst. 

Yerschiebt man die Abscissenaxe des Systems, auf welches man 

die der Gleichung entsprechende Gurve bezogen denkt, parallel zu sich 

bleibend nach aufwarts um a, so werden sammtliche Ordinaten um a 

verktlrzt, und es ist dann die Gleichung der aufs neue System be- 

zogenen Gurve offenbar: 

y = b ' sin x. 
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Es sind somit die Ordinaten der fraglichen Curve das tfache der 
analogen Ordinaten der Sinuslinie, wenn, wie bei Fetzterer, die den 
Winkeln entsprechenden Bogenlangen als Abscissen aufgetragen wor- 
den Bind. 

Die der Gleichung y = a '\' b sin x entsprechende Curve steDt 
dann eine in gewissem Verhaltnis uberhohte Sinuslinie dar, im Gegen- 
satze zu Figur 13, vvelche diese Linie gedriickt erscheinen lasst. 

Nach der Abschweifung, welche die Besprechung jener empiri- 
schen Pormeln verursachte, die trigonometrische Functionen der im 
Winkelmaass ausgedriickten unabhangig Veranderlichen enthalten, moge 
wieder mr Modification der empirisdien Formeln zuriickgekehrt werden. 

Dieselbe kann namlich noch von einem anderen Gesichtspunkte 
aus vorgenommen werden. 

Schreitet die abhangig oder unabhangig Veranderliche (y oder x) 
nach einer jener Reihen fort, welche bei der Ableitung der Grund- 
formeln beriicksiehtigt wurden, so bilden die zugehorigen Werthe der 
unabhangig resp. abhangig Veranderlichen (x oder y) in den meisten 
der vorkommenden Falle nicht einmal angenahert eine dieser Reihen. 

Wiirde man aber trotzdem die Reihe dieser zugehorigen Werthe 
als eine gewisse der berucksichtigten Reihen (z. B. als eine arithme- 
tische oder geometrische Reihe etc.) annehmen, so ware dann wohl 
die Grundformel zweifellos bestimmt, nach der man die empirische 
Formel aufzustellen hatte, diese selbst vermochte aber sicher nicht in 
gewiinschtem Grade zu entsprechen. 

Man konnte nun zu dem Glauben verleitet werden, dass es zweck- 
massig sei, eine moglichst grosse Anzahl von Reihengattungen bei der 
Ableitung der Grundformeln zu beriicksichtigen, um zu moglichst vielen 
solcher Formeln zu gelangen. 

Bedenkt man aber, dass die Aufstellung einer empirischen Formel 
im Allgemeinen dann schon mtlhsam wird, wenn die Form gegeben 
ist, um so muhsamer aber werden muss, auf je mehr Gesetze man die 
Versuchs werthe untersuchen soil, um eine geeignete Formelform zu 
finden, so wird es begreiflich, dass man leichter zum gewiinschten 
Ziele gelangt, wenn man die Zahl der Grundformeln beschrankt, dafur 
aber anniihernd passende Grundformeln in geeigneter Weise zu modifi- 
ciren sucht. 

Dies kann nun in manchen Fallen mit sebr gutem Erfolg dadurcli 
geschehen, dass man vor Allem ausfindig macht, in welcher Art und 
Weise die von einer der Veranderlichen gebildete Reihe, deren Bildungs- 
gesetz man nicht kennt, von der ihr am nachsten kommenden be- 
kannten Reihe abweicht, um sich ein Urtheil dariiber bilden zu konnen, 
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wie etwa die Form der zur Anwendung kommen sollenden Grund- 
formal am besten zu andern sei. 

Betrachtet man^ um gleich ein Beispiel vor Augen zu habeD, die 
auf Seite 154 aDgefuhrten, von den zusammengehorigen Werthen der 
Veranderlichen x und y gebildeten Reihen: 

a?! = 0, X2^= 10, x^'= 20, x^= 30, 0:5= 40 u.s.w., 

y,= 4,53, 2/2=9,13, !/3= 17,39, 2/4= 31,60, y5= 54,96 u.s.w., 

so wird wohl alsbald erkannt, doss die Eeihe der x eine mit der con- 

stanten Dififerenz dx = 10 fortschreitende arithmetische Reihe ist, die 

der y hingegen mit keinem sie bezeichnenden Namen beldgt werden 

kann, weil die Art ihrer Fortschreitung keiner der bekannten Reihen 

entspricht. WoUte man sie aber dennoch der Hauptsacbe nach als 

eine arithmetische Beihe erster Ordntmg betrachten, um eine empirische 

Formel in der Form der dem Gesetze 3) nach Seite 148 entsprechen- 

den Formel: 

y = a -}- h • X 

aufstellen zu konnen, worin die Constanten: 

d d 

« = »! - / • ^1 und 6 = / 

sind, so hatte man vorerst, um von der Wahrheit nicht allzusehr ab- 
zuweichen, die Dififerenz d^ der j/- Reihe nicht als eine constante, sondem 
als eine mit x wachsende Grosse anzusehen. Da nun dy in den Werthen 
von a und b erscheint, so horten auch diese auf Constante zu sein. 
Es wiirde dann bei wachsendem x das a ab-, das i jedoch zu- 
nehmen, also (was mehr weniger willkiirlich ist) etwa: 

a = (m — nx) und 6 = (p + qx) 

zu setzen sein, wo m, n, p und q wieder Constante bedeuten. 

Die obige Formel gienge dann durch diese Art der Modification 
fiber in: 

y = (m — nx) + (i> + qx) - x = m — nx -{- px -{- qx^, 
oder: 

y = m -{- (j) — 7i) ' X -{- qx^y 
endlich: 

y^A + Bx^ Gx\ 

wenn m = -4, p — n = B und q==» C gesetzt werden. 
Man ist somit durch die Modification der Formel: 

y a= a + 6 • a? 
auf die Formel: 

y = A + Bx + Gx^ 

gelangt, welche bekanntlicb bessere Werthe wie die erstere geben mtcss. 
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Zu dieser Formel ware man allerdings auch schon direct gelangi^ 
wenn man die Reihe der y als eine arithmetische Reihe zweiter Ord- 
nung angesehen hatte. 

Man gelangt jedoch nicht immer durch eine derart durchgef&hrte 
Modification auf bekannte Formelformen, da die Functionen von a:, 
welche man fiir die Constanten setzen kann, sehr mannigfaltig sind. 

Hatte man in dem soeben behandelten Beispiel etwa: 

a =a f und 6 = (m + wa;) 

gesetzt; wo ja anch bei wacbsendem x das a ab- das h zunimmt, 
so ware: 

y = ^^ + (w + wa;) • X, 
oder: 

y = -4 h mx + nx^ 

^ q-\-x ' ' 

geworden. Diese bei der Berechnung der Constanten allerdings ziem- 
licli grosse Miihe verursachende Formel stimmt mit keiner der Grund- 
formeln Uberein. 

Wird die besprocbene Reihe der y, namlich: 

yi = 4,53, y2=9,13, %= 17,39, ^^=31,60, y^— 54,96 u.8.w, 

was der Wahrbeit besser entspricht, als eine geometrische Reihe ao- 
gesehen, um die empirische Formel in der Form der dem Gesetze 6) 
auf Seite 156 entsprechenden Formel : 

y = 10(«+**) 

aufstellen zu konneu, wo die Constanten: 

a = Jogyi — -^ log « ™d 6 = -^ 

sind, so hatte man, um der Wahrbeit noch naher zu kommen, den 
Exponenten e der y-Reihe nicht cUs eine constante, sondern offenbar als 
eine bei wachsendem x abnehmende Grosse anzusehen. 

Da nun e sowohl in dem Werthe von a als h erscheint, so horten 
auch diese auf Constante zu sein. 

Es wUrde dann bei wachsendem x das a zu-, das h jedoch abnehmen 

mfissen, also etwa a = (m -{- nnS) und 6 == — —- zu setzen sein, wo 
m, n, p und q wieder Constante bedeuten. 

Die obige Formel gienge dann durch Modification iiber in: 

y = 10 
oder: 
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y= 10"»-(10»)^-(10''>+', 
eadlich: 

X 

wenn 10"» = A, 10* = B und 10'' = C geselzt werden. 

Die an den vorstehenden Beispielen erlauterte Art der Modifica- 
tion besteht somit darin, doss fur eine oder mehrere Constanten Func- 
tionen von x gesetzt werden, tim dem eigenthumlichen GeseUe der Fort- 
schreitung der y mit den x besser Bechnung m tragen. 

Es vermogen daher auch durch eine derartige Modification erhal- 
tene Formeln ^ innerhalb eines verhiiltnismassig grosseren Intervalles^ 
brauclibare Werthe zu geben. Durch Modification einer gewissen Grund- 
formely auf die soeben besprocbene Art, kann man die bekannten, zur 
Berechnung von Spannkraftstabellen benutzten Formeln: 



y s=z m^ • ??5^+/^*, von Boc/ie, 



y = m^ • nj+y* , von August, 



y = t»s • «f^ , von Magnus 
entstanden denken. 

Es kann vor Allem gezeigt werden^ dass die Formel: 

y '^ m ' n^ , 

in welcher vorlaufig nur x statt der in den vorstehenden Formeln vor- 
kommenden Functionen von x erscheint, dem auf Seite 142 angefiihrten 
Gesetz 6) entspricht, welcbem zufolge die Veranderlicbe y nach einer 
geometriscben Beibe (mit dem Exponenten e) fortschreitet^ wenn die 
unabbangig Veranderlicbe x nach einer aritbmetiscben Reibe erster 
Ordnung (mit der constanten Differenz d) wacbst. 
Fdr dieses Gesetz wurde aber die Formel: 

y = 10(«+**) 

abgeleitet^ wo den Constanten folgende Werthe zukommen: 

a = logj/i — ^loge und 6 = -^. 

Die Formel kann nun auch, wie folgt, gescbrieben werden: 

J/ = 10" . (10*)* = m . (10 ^ y, 

wo m = 10"* eine Constante bedeutet, namlicb die Spannkraft des 

Wasserdampfes bei 0^, weil fiir a? = oflfenbar y^ = 10" = w wird. 

Lasst man die Temperatur x mit der Differenz 1 statt d fort- 
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schreiteD; so bilden die zugehorigen Spaii]>krafte (anDahernd) eine geo- 
metrische Reihe, deren Exponent dann nicht mehr e^ sondem eine 
liievon abweichende Grosse, etwa n ist. 

Wird daher in der Formel n statt e und 1 statt d gesetzt sowie 
bedacht, dassin Bezug auf gemeine Logarithmen lO^^^** «= n ist, so folgt: 

In dieser Formel bedeuten dann: 

m die Spannkraft des Wasserdampfes bei 0^; 

n den Exponenten jener geometrischen Reihc, nach welcLer 

die Spannkrafte (annahemd) fortschreiten; wenn die Tern- 

peraturen von Grad zu Grad wachsen. 
Gelit man jetzt zuriick auf die Formel: 

y = lOia-\-bx) = IQa . (JO*)* 

und berQcksichtigt man zugleich; dass liierin nach Seite 283: 



a s= (m -f- nx) und h = 



V 



q + x 



gesetzt werden sollen, so kann die spatere Arbeit bei der Constanien- 
berechnung nicbt unwesentlicb erleichtert werden, wenn man bei 
wachsendem x nicht a zu- und h abnehmen, sondem bios h abnehmen 
und a constant sein lasst. 

Es ist dies insofern statthaft, als ja ohue Zweifel annahemd die- 
selbe Wirkung erzielt werden kann, wenn man statt: 

a zu- und h abnehmen zu lassen, 

a constant und h dafur weniger abnehmen lasst. 

Es wird dann: 

px X 

y = 10a . io^+» Oder y = 10« . (10'')«+* , 
endlich : 



wenn 10* = m, 10^ = n und g == d gesetzt werden. 

Man ersieht hieraus^ dass die jlfo^u^sche Formel dadurch er- 
halten werden kann, dass man die Grundformel y= 10(**+**> dnrch 
Substitution einer Function von x fdr eine der Oonstanten modificirt. 

Es moge noch aus den bekannten (von Magnus herrtGirenden) Yer- 
suchswerthepaaren : 



y, = 4,525 ' 



x^ = 23,85 
y2 = 22,24' 
Xr, = 100,87 
,y, = 779,73 



X 



8 



= 52,12 

y, = 101,40^ 

und 



a;4= 91,34 
y« = 553,03' 



fajg = 100 



^6 = 760 
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nach der Form: y = a • 6*^+* 

eine empirisclie Formel aufgestellt werden, welche zur BerechnuDg der 
Spannkraft y des Wasserdampfes bei den verschiedeneii Temperaturen x 
dienen soil. Da die Form der Formel bereits gegeben ist, so haudelt 
63 sicb nur mehr um die Bereebnung der Gonstanten derselben. 

Diese kann (aus gewissen bekannten Grtiuden eigentlich nicht 
zum Vortheil fiir die Formel) dadurch wesentlich erleichtert werden, 
dass man die genaue Wiedergabe des ersten und letzten Versuchs- 
wertbes (namlicb y^ resp. y^) von Seite der Formel verlangt, da dann 
allsogleicb: 

far rci = 0, yi = a • b^, also a = y^ = 4,525 
and 

100 

fiir a;6= 100, y^^a-b^^^^^, 
also die jedenfalls zu erfiillende Bedingungsgleichung: 

100 

760 = 4,525 .6^+'"^ 

folgt. Aus dieser wird, weil: 

, 760 100 , , 

i^g 1:525 = y+Too-'^g*' 

folglich: 

J-flOO 
a + 100 , 760 , , J 1 / 760 \ 100 r • a. 

-^iiiO- '^g 4;626 = '^g * ^^^' '^8(4:525) =^^8* ''^' 



* = S) 



£-1-100 
760 \ 100 
4,526> 



Fabrt man diesen Werth und den von a in die allgemeine Formel 

X 

y = a • 6 "^^ ein, so wird: 



(f-flOO X 



oden 

<yg-|-100a; 

Setzt man jetzt den eine Function von x darstellenden Ausdruck: 

. V __ dx + 100a; __ / 
'^W "~ lOOd + lOOa "~^ ' 
so ist: 
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UD(1 es wird hieraus: 

f log y ~ log 4,6 25 

^ log 760 — log 4,526 * 

Es lassen sich demDach sehr leicht und einfach aus den nocli 
nicht beriicksichtigten Werthen von y, uamlich aus y2 = 22,24, ^3== 101,4 
und ^4 = 553,03, die zugehorigen Werthe von x' berechnen. 

Man erhalt aus der Formel: 

fur yj = 22,24, als zugehorig: <= 0,3107665, 

„ ^3 = 101,40, „ „ : rr3'= 0,6068770, 

„ ^4 = 553,03, „ „ : x/— 0,9379539, 

„ y, = 779,73, „ „ : 0:5'= 1,0050021. 

Man hat jetzt ofi^enbar aus folgenden in iiberschiissiger Anzahl 
vorhandenen Gleichungen: 

^ • x, + 100 x^ / 

100 a + 100 x, ~ ^2 7 

S'Xq -j- 100 x^ , 

100 d + iOOa;" "" ^^ ' 

d'X^ -\- too x^ , 

160' d + 100 x^ ^^ ' 

a . Xg + 100 iTg ^ , 
100 d + 100 x^ ^ 

nach der Methode der kleinsten Quadrate die Constante d zu berechnen. 
Da diese Gleichungen auch, wie folgt, geschrieben werden konnen: 

d (100 x^ — x^) = 100 a;, (1 — xf), 
d (100 < — rrj) = 100 x^ (1 — <), 
d (100 x^' - x^) = 100 x^ (1 — x/), 
d (100 < - X,) = 100 X, (1 - o, 

so ist die Constante d offenbar aus der Normalgleichung: 

(J.^IClOOo;' - xY) =2{1^^^(1 -a;') (100 a;' —x)} 

zu berechnen. Letztere gibt vorerst: 

^{ 100 a; (1 — a') (100 x' — X)} 
^ ^{(100aj'-a;)»} ' 

und well folgende zusammengehorige Werthe von x und x'l 
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x^ = 23,85 ix^ = 52,12 ix^ = 91,34 
x^^ 0,3107665' l<= 0,6068770' U/= 0,9379539' 

x^ = 100,87 

xl= 1,0050021' 
zu beriicksichtigen sind: 

30844,3731414 



femer: 



131,79559 



= 234,03191, 



, , d + 100 , 760 334,03191 rtooeincn ^ ^oc^o/? 

log 6 = ^^ • log 1:626 ioo— • 2,2251950 = 7,43286 

Weil nun mit Bezug auf gemeine Logarithmen offenbar: 

isty so wird schliesslich: 

7,43286 • X 



y = 4,525- 10234,03m 4- :«?. 

Magnus erhielt hingegen die Formel: 



7,U75 • X 



y = 4,525 . 10234,69+*. 

Die geringen Differenzen in . den Werthen der Constanten erklaren 
sich einfach aus dem Umstande, dass Magnus der Formelaufstellung 
folgende seiner Versuchswerthe zu Grunde legte: 



«, — 0, , 


y,- 4,525, 


x^ = 54,74, 


y, — 114,65 


atj — 11,34, 


y,- 9,43 , 


x^ = 74,83, 


yg =284,97 


2^ = 11,98, 


y,- 9,88 , 


a;, — 82,25, 


y, =387,15 


x^ = 23,85 , 


^4 = 22,24 , 


rtio- 90,80, 


ViQ o4J,o4 


rcj = 44,90, 


3/6-71,20 , 


a;,! = 91,81 , 


y,i — 563,50 


«« = 45,70, 


y«- 73,74 , 


oji, — 100,00 , 


y„ = 760,00, 



Ton welchen y^ = 4,525 und y^g «= 760,00 durch die Formel genau 
wiedergegeben werden. 

Das im Vorsteheuden behandelte Beispiel ist besonders lebrreicb, 
weil es deutlich zeigt, dass in gewissen Fallen eine wesentliche Ver- 
einfachung der Formeln, sowie der Berechnung der Constanten er- 
reicht werden kann, wenn man: 

a) die Bedeutung der einzelnen Constanten zu erforschen sucht 
So hat z. B. in der Jlfo^t^'scben Formel bekanntlich die Con- 
stante a die Bedeutung der Spannkraft des Dampfes bei 0^, die Con- 
stante h bingegen die Bedeutung des Exponenten jener geometriscben 
Reihe, nach der die Spannkrafte fortscbreitend gedacbt werden, wenn 
die Temperaturen von Grad zu Grad wacbsen. 
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b) die Bedingung setzf, doss gemsse Versuchstverthe von der Fortnel 
genau tviedergegeben tverden sollen. 

Es wird dann immerhiu nothig, diese Versuchswerthe von den 
ihnen anhaftendeA Beobachtungsfehlern moglichst zu befreien^ was 
durch yielfache Wiederholung des betreffenden Versuches erzielt 
werden kanD. 

Man hat sich hier ins Gedachtniss zuriickzurufen; dass nach 
Seite 96 durch die jp*malige Wiederholung des Versuches der mittle- 
ren Fehler des Mittels eine pmalige Yerkleinerung erfahrt. 

Magnus hat den Werth j/^ «= 4,525 als Mittel von sieben wieder- 
holten Versuchen erhalten; Begnault hingegen hat die Spannkraft des 
Wasserdampfes bei 0^ gar 63mal bestimmt. Es ist daher anzunehmen, 
dass der Werth fiir die Spannkraft des Wasserdampfes bei Null, wie ihn 
Begnault angegeben hat, mit einem^GS, d. i. nahezu 8mal kleineren 
mittleren Fehler behaftet ist, wie der einer jeden einzelnen Beobachtung. 

Wollte man die zuletzt besprochene und an einem Beispiel er- 
lauterte Art der Modification auch auf die Seite 272 erscheinende Formel: 

< = — 1 14,795 + 140,845 cos ^ resp. y^a + h-x 
anwenden, wo: 

a; =« cos ^ folglich : a = J/i — ^ • cos y und & = j^ 

sind, so ware vor AUem zu bedenken, dass die Diflferenz dx der Reihe, 
nach welcher x resp. cos -^ fortschreitet, nicht constant ist, sondern 

nach Seite 270 mit 0,006 beginnt, auf 0,009 steigt, urn wieder bis 
0,007 abzunehmen. Diesem Umstande zufolge soUen auch a und h keine 

constanten, sondern solche Grossen sein, welche sich mit cos ~ ent- 

sprechend andern. Betrachtet man die fur a und h angegebenen Werthe, 

in denen dx erscheint, so sieht man bald, dass bei wachsendem Winkel y: 
a zuerst zu-, dann ab-, h zuerst ab-, dann zunehmen soil. 

Setzt man daher, weil der Winkel -^ sich zwischen und ?4® 
bewegt, 

a = w. sin (78 + 1^) und 6 = n — p sin (78 + |), 

so hat man Werthe, welche sich offenbar in besprochenem Sinne andern, 

weil der Sinus fiber 90^, d. i. sobald ~ zwolf Grade iiberschreitet, 

wieder abzunehmen beginnt. Ob jedoch diese Aenderung ausreichend 
ist, das wird freilich erst die Zukunft lehren. 
Es geht daher die Formel: 
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durch Modification iiber in: 

y = t» • sin (78 + f ) + [n - p sin (78 + |)].co8 |, 

oder wenn man wieder gewobnheitshalber die Constanten mit a, b 
and c bezeichnet: 

y = asin(78 + |)-C8in(78 + |)cos| + 6 cos |. 

Die Normalgleichungen^ welcbe zur Berechnuug der OonstaDten 
dienen, lauten demnach: 

- c .2'|sin« (78 + I-) cos I) + 6 -^{siu (78 + |) cosfl , 
{y.8in(78 + |)cos-f)=a.2'|sm*(78 + |)cos|l- 

- c .^'Ism* (78 + f )cos« I) + b -^{sm (78 + f ) cos* j) , 

- c .2'{«in (78 + f ) COS' f ) + I .^'{cos' f ) . 

Will man jetzt die Formel aus den ursprflnglich gegebenen Ver- 
suchswerthen aufstellen, denen zufolge bei 

^ = 0, f = 6, ^ = 12, !|* = 18, f = 24 

die zugehorigen Temperaturen: 

t, = 25,9, t^ = 25,5, ^3 = 22,4,' ^^ = 19,0, ^ = 14,0 

betrugen, so miissen vorerst die nachstehenden Wertbe der Symbole 
berechnet werden, in welcben allgemein y fiir t stebt: 

^'{y • sin (78 + I)} = 105,68434 



{y . sin (78 + f ) C08-|) = 102,94044 



2 

2(y ■ COS |-) -= 104,03066 
2' I sin (78 + I) COS I- ) - 4,78480 
^(8in« (78 + I)) =4,89172 
2' (sin* (78 + I) COS fj = 4,73331 

Steluhanser, empiriiohe Formeln. 19 
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^'(sin* (78 + I) COS* |-) = 4,58494 
^ (sin (78 + I) co8> 1) = 4.63447 

V(cos« J) =4,68495. 

Es gelien dann die allgemeinen Normalgleichungen in folgende 
specielle Qber: 

105,68434 = 4,89172o — 4,73331c + 4,784806 

102,94044 =. 4,73331 o - 4,58494c + 4,634476 

104,03066 = 4,78480o - 4,63447c + 4,684956, 

aus welchen sich folgende Werthe der Constanteu ergeben: 

o = 115,21 1578 , 6 = + 46,051025 , c = — 94,843235 . . 

Die specielle empirische Formel lautet dann: 

y=- 115,211578 sin (78 + j) + 94,843235 sin (78 + f )cos |^ + 

+ 46,051025 cos | , 
und gibt fQr: 

^^■ = 0, '5«=6, ',» = 12, '^2^ = 18, •^; = 24 

als zugehorig: 

y/ = 26,126, y/ = 25,026, y/ = 22,604, y/ = 18,923, y,' = 14,122 

statt: 

^1=25,9, ^2 = 25,5, ^3 = 22,4, f^=19,0, /5 = 14,0. 

£s betragen daher die Differenzen zwischen den analogen Rech- 
nuDgs- und Versuchswerthen ; 

\ = yi' - «i = + 0,226 

^s = y«' - ^ 0,474 

«8 = yi -ts = + 0,204 

f>* = y* -h 0,077 

•Js = y/ - <5 = + 0,122 
und die algebraisehe Summe derselben: 

2' (<y) = + 0,001 . 

Die Resultate der Formel sind thatsachlicli etwas zufriedenstellender, 
wie die auf Seite 272 erhaltenen, da sich die Fehler besser ausgleichen 
und der grosste derselben jetzt nur mehr 0,474 betragt. 
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Schlussbemerkungen. 
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Aus all dem Vorhergehenden dftrfte man entnommen haben, 

1) dass die Aufstellung empirischer Formeln nach willkurliclier 
Fomn^ wie sie im ersten Capitel dieses Buches gelehrt wurde, im All- 
gemeinen nur dann angezeigt sein wird, wenn man: a) keinen sonder- 
lichen Grad der Genauigkeit fordert, b) die Formel nur innerhalb eines 
verhaltnismassig geringen Umfanges braucht oder endlich c) nach 
Seite 72 aus der Gestalt der Beziehungscurve einen giinstigen Erfolg 
zu erhoffen vermag; 

2) dass die Aufstellung empirischer Formeln nach hegriindeter Form 
immer zu beginnen hat mit der Untersuchung der Versuchswerthe 
auf die Grundgesetze^ und zwar wenn nothig unter Zuhilfenahme der 
graphischen Interpolation. Erweist sich keine der Grundformeln als fiir 
den vorliegenden Fall geeignet, so ist zunachst die Modification der 
passendsten Grundformel zu versucheu und erst in letzter Linic die 
Combination von Grundformeln ins Auge zu fassen, da diese zumeist 
eine grossere Muhe verursacht; 

3) dass die Verbesserung der Formeln durch die Verbesserung ihrer 
Constanteu immer dann zu erfolgen hat^ wenn man eine Naherungs- 
formel ohne die geringste Formanderung verbessern, oder dem Ein- 
fluss Rechnung tragen will^ den die Hinzufiigung eines neuen Formel- 
gliedes auf sammtliche Constante auslibt, von welchen nur Naherungs- 
werthe vorhanden sind. 

Der bequemen Uebersicht wegen folge noch eine: 



Zusammenstellung der abgeleiteten Grundformeln. 



No. 


Gesetz 

der gleichzeitij^en Fortschrei- 

tung beider Veranderlichen 

X und y. 


Formel, 

welche das Gesetz zum 

Aasdrack brisgt. 


Curve , 
welche der For- 
mel entspricht. 


Die 

Formel 

findet sicb 

auf Seite 


1 

2 
3 

4 
5 


Reciprocit'atsgesetz, mo- 
dificirtes. 


1 ^ 
y — a A 

^ * C — X 


Hyperbel 


111 


Proportionalitatsgesetz. 


y = hx 


Gerade 


146 


y arithm.Reihe 1. Ordng., 
X jj „ 1. „ . 


y — a -{-hx 


Gerade 


32 u. 
148 


y arithm. Reihe 2. Ordng., 


y — a + bx -{- cx^ 


Parabel 


44 u. 
151 


y af ithm. Reihe 3. Ordng., 


y=a-\-bX'{'CX^'{'dix^ 


Parabolische 

Curve 
3. Ordnung 


67 

und 

153 



19* 



292 



ZasammenBtellnng der abgeleiteten Gmndformeln. 



No. 


Gresetz 

der gleichzeitigon Fortschrei 

tung beider Veranderlichen 

X und y. 


Formal, 

welche das Gesetz zam 

Ausdmck bringt. 


Curve, 
welche der For- 
mel eDtspricht. 


Die 

Formel 

findet sich 

anf Seite 


6 

7 
8 

9 
10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 


y geometrische Reihe, 
X arithm. Reihe 1. Ordn. 


Oder: 

log y — a '\-hx 


Logarithm. 
Linie 


156 
und 
155 


y arithm. Reihe 1. Ordng., 
X geometrische Reihe. 


y =* a + 6 • log a; 


Logarithm. 
Linie 


170 


y geometrische Reihe, 


oder: 
logy = a + 61oga; 


Potenzcurve 


173 


y arithm. Reihe 2. Ordng., 
rr geometrische Reihe. 


y— a+61oga;+clog*a; 


fUhrt keinen 
bes. Namen. 


178 


Erste DiflFerenzreihe der y 

eine geometr* Reihe, 
X arithm. Reihe 1. Ordng. 


« 

y — a + hc^ 


Logarithm. 
Linie 


182 ;' 


y arithm. Reihe 1. Ordng., 

Erste DifiFerenzreihe der x 

eine geometr. Reihe. 


y^a + h\og(x — c) 


Logarithm. 
Linie 


193 


y geometrische Reihe, 
Erste DiflFerenzreihe der x 
eine geometrische Reihe. 


\ogy—a+l\og{x-'c) 
oder: 

y lQ{a+bl09(;c-c)} 


fUhrt keinen 

besonderen 

Namen 


200 ; 

und 
204 


Erste DiflFerenzreihe der y 

eine geometr. Reihe, 

X geometrische Reihe. 


y = a + 6c**»8* 


• 


216 


Erste DiflFerenzreihen der rr 
und y geometr. Reihen. 


y — a + i (ca? + ^)' 


w 


221 


Reihe der w*®" Wurzeln 
aus den y arithm. Reihe, 
X arithm. Reihe 1. Ordng. 


y^{a + hxy 


n 


223 


Erste DiflFerenzreihe der 
Logarithmen yod y eine 

geometrische Reihe, 

X arithmetische Reihe 

1. Ordnung. 


log y — a -{'he' 
oder: 

y — 10(«+*«' 


J) 


225 
und 
226 




\ 
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